MAT 4100 GALOIS TEORISI FINAL SORULARI

Ad-Soyad: ..CEVAP ANAHTARI ..........
No D eeeeeeeesessensessennesessensennesesnnnsssnnsssnnnne

25.06.2026

Soru 1) VYedinci dereceden en genel
digiirilmis bir polinomda kéklerin toplamini
ve c¢arpimini  katsayilar cinsinden ifade
ediniz. (20 puan)

Polinom  disirilmis  oldugundan  altinc
dereceden terimin katsayisi sifirdir. Bu nedenle
polinom en genel sekliyle

P(x) = ax"+cx*+dx*+ex>+fx?+gx+h
olarak ifade edebiliriz. Burada kokler toplami -
b/a = 0 ve ¢arpimi da -h/a olur.

Soru 2) Zs ile GF(9) cebirsel yapilarini
kargilastiriniz.  Benzerlik ve  farklari
belirtiniz. (20 puan)

Her iki yapi da 9 elemanhidir. 9 asal
olmadigindan Zs = [0,1,2,3,4,5,6,7,8} bir cisim
degildir. Bir halkadir. Zaten sifir diginda 3 ve
6'nin garpimsal tersleri mevcut degildir. 9 bir
asal kuvvet oldugundan GF(9) bir cisimdir.
GF(3) = Z3 = {0,1,2} cisminin ikinci dereceden
bir minimal polinom yardimiyla genisletilmesiyle
elde edilir. Bu yapida sifir harig tim
elemanlarin tersleri mevcuttur.

Soru 3) Rasyonel sayilar cismi Q ve
tamsayilar halkasi Z iizerinde bir polinomun
indirgenebilirliginin farklarini tartiginiz. (20
puan)

Indirgenebilirlik, polinomun daha diisiik dereceli
polinomlarin  garpimi  olarak yazilabilmesine
baghdir. Q lizerinde garpanlarina ayrilabilen bir
polinom, paydalar esitlenerek elde edilen ortak
payda ile ¢arpilinca Z lizerinde ¢arpanlara
ayrilmasi elde edilir. Yani Z ve Q iizerinde
indirgenebilme arasinda bir fark yoktur.

Soru 4) 7x* - 21x3 + 6ax® + 7bx + 147
polinomunun Eisenstein kriterine gére Q
tizerinde indirgenemez olabilmesi igin a ve b
tamsayilari hakkinda neler soylenebilir? (20
puan)

Oncelikle 21, 6a, 7b ve 147 sayilarinin hepsini
béolen asal sayilari bulmaliyiz. 21'in ve 147'nin asal
bélenleri 3 ve 7'dir. Ancak 7° = 49 sayisi, 147Yyi
boldiiglinden  Eisenstein  kriterinin  sartlari
saglanmaz. Yani tek aday asal sayr 3 olur. Ikinci
olarak 3'iin 7'yi bélmemesi ve 3% = 9'un da 147i
bélmemesi gerekir ki bunlar saglanir. O halde
geriye 3'in 6a ve 7b sayilarini bélmesi kalir.
Bunlardan ilki her zaman saglanir. O halde tek
kosul 3'in 7b'yi bolmesidir ki bu da b'nin 3 ile
boliinen bir tamsay! olmasina denktir. Yani a bir
tamsay! ve b de 3'lin bir kati olmalidir.

Soru B5) GF(2) cismini GF(16) cismine
genisletmede  kullanilan ~ tim  minimal
polinomlari bulunuz. (20 puan)

Genisleme dordiincii dereceden oldugundan ve
GF(2) cisminde 1 ile -1 arasinda fark olmadigindan
bas katsaytyi 1 segmekte bir hata yapmayiz.
Dolayisiyla aranan 16 adet minimal polinom adayi
x xPx3, x*x?, xtx, xM1, xPx3ex?, xtexCax,
xtx3+1, xxPex, xMxP+l, xtex+l, xxGextex,
x*exdex?el, xtexdex+l, xexex+l ve xPx+xPex+l
seklindedir. Bunlar arasinda x = 0 ve x = 1
yazdigimizda mod 2'de sifir olmayanlar x*+x*+1,
x*+x%+1,  x*x+1 ve x*x*+x?+x+1  aranan
polinomlardir.
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