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1. Giris

Galois teorisi, polinomlar, cisimler ve gruplar arasindaki iliskileri ortaya koyan bir
matematik dahdir.

Ikinci dereceden bir polinomun koklerini veren meghur formiiller Babilliler
zamaninda biliniyordu. 16. yiizyilin ortalarinda da, tgiinci ve dordiinci dereceden
denklemlerin goziimleri ile ilgili formdiller ortaya gikmisti. Yaklasik g yiz yil sonra, 1824
de Abel; Lagrange ve Cauchy'nin fikirlerinden faydalanarak, beginci dereceden bir
denklem verildiginde sadece denklemin katsayilarina bazi cebirsel islemler uygulanarak
denklemin koklerini bulmanin miimkiin olmadigini ispatladi. Aslinda 1799 da Ruffini, ayni
sonucu ispatlamisti. Ancak ispattaki bazi eksiklikler nedeniyle bu ispat gegerlilik
kazanamamisti.

1829 da Abel, herhangi dereceden bir polinomun koklerini veren boyle bir
formiilin varhgi igin yeterli sartlari vermisti. Bu sebeple degismeli gruplara abelyen
gruplar da denilmektedir. Bundan kisa bir siire sonra, 1831 de Galois, herhangi bir
polinoma karsilik bir grup tanimladi ve bu grubun o6zelliklerini kullanarak karsilik gelen
polinomun kéklerinin varhgi igin gerekli ve yeterli sartlari belirledi. Boylece, herhangi bir
polinomun koklerinin varhgi problemi tamamen ¢oziimlenmis oldu. Asagida bu sonuglari
inceleyecegiz.



2. Evariste Galois (25.10.1811-31.05.1832)

Fransiz matematikgisi Galois, 1811 de Paris yakinlarinda Bourg la Reine'de
dogmustur. Abel'in cagdas! olan bu matematikginin dogum ve &lim tarihlerine bakarsaniz
21 yilhik bir omiir sirdiigini gorir ve bu iste bir yanhshk oldugunu disgtinebilirsiniz.
Higbir yanhslik yok. Galois'nin hayati sanssizliklarla siiriip gitmis ve 21 yilda tiikenmistir.
Daha 16 yasinda iken pek gok matematik klasigini okumus olmasina ragmen iniversiteye
kabul edilmemistir. Kendisini gosterebilmek igin 17 yasinda zamanin taninmig
matematikgilerinden Cauchy'ye verdigi makalesini Cauchy kaybetmistir! (bazilari yeni
isimlerden pek de hoslanmaz.) 18 yasindayken bir yarismaya soktugu bir diger makalesi
de, yarismanin hakemi Fourier olince kaybolmustur... Zorla girebildigi ogretmen
okulundan, okul ydnetimini elestirdigi igin kovulmustur. Bir dergiye sundugu bir baska
makalesi, hakem ispatlarin iginden gikamadigi igin reddedilmistir. Siyasi nedenlerle de iki
kez hapse girip ¢ikmistir. Hem Cumhuriyetgi ve hem de miyoptu.

Ve nihayet, ertesi sabah diiello edecegi, Paris'in o soguk mayis gecesi gelip ¢atar.
Galois heniiz 21 yasindadir. Tim hayat siyasi fikirler ve matematik teorileriyle gegmis
bir geng elbette insan éldiirme 'sanati’ iizerine bilgisizdir. Oldirilecegini anlar. Oysa
daha kafasindaki matematik fikirlerini olgunlagtiracak zamani olmamistir. Bu geng adam
insanoglunun dliimsiizler listesine adini yazdirmak igin son kez hamle yapar. Son
gecesinde arkadasi Chavelier'e bir mektup yazar. Bu mektupta Gauss'un kullandigi baz
teknikleri genellestirerek, derecesi dortten biiyiik olan her polinom igin ise yarayacak bir
'kék bulma yéntemi' bulmanin neden imkansiz oldugunu anlatir. Iginde kokleri aradigimiz
say! sistemleri "cisimler" ile kokleri kendi arasinda dondiiren permiitasyon "gruplar"
arasinda daha once gozlemlenmemis iliskiler bulur. Bu iliskiler yumagina bugiin genel
olarak Galois teorisi denir.

Denklemin katsayilarini igine alan say: sistemine denklemin tim koklerini teker
teker katarak sistemi biiyiittiigiimiizi diigiinelim. Ote yandan tiim kékleri kendi arasinda
doniistiiren permiitasyon grubu ve bu grubun, bazi kokleri sabit birakan alt gruplarini
diisiinelim. Galois bu iki diinya arasinda koprii kurar ve bir taraftaki kok bulma
problemini, 6biir tarafta bir grubun yapisini inceleme problemine donistiirir. Gordr ki,
eger bu tarafta kok bulunabiliyorsa 6biir tarafta da grubun 6zel bir yapisi olmasi
gerekir. Oysa bu 6zel yapinin, derecesi dortten biiyiik denklemelere karsilik gelen
gruplarda, her zaman olmadigini tespit eder.



Sonug olarak insanhgin iki bin yildir aradigi koklerin, basit cebirsel yontemlerle
bulunamayacagi ortaya konulmaktadir.

Galois'nin mektubu asagidaki ifade ile biter: "Biitiin bu karmasik hesaplar:
agmakta kendisine yarar gorecek birilerinin gikacagini umarim." Ertesi giin diielloda
vurulur. Hastanede bir giin can gekistikten sonra 6liir. Arkadasi bu mektubu ig ay sonra
yayinlarsa da mektup ilgi gormez. Ancak éliimiinden 24 yil sonra bu geng yasta dlen
adama ilgi duyan bazi matematikgiler onun son mektubunun igindeki karmasayi ¢6zmekte
yarar gériirler.



3. Simetriler

Galois, gruplari polinomlari incelemek amactyla tanimlamis olsa da giiniimiizde
gruplarin simetrileri fanimlamanin en net yolu oldugu bilinmektedir. Simetri kelimesinin
Yunanca koki, ayni anda olgme seklindedir. Genelde simetri kelimesi, bir biitiinin
pargalarinin birbirlerine ve biitiine gore bir sekilde dengede olmasi anlamina gelmektedir.
Bir anlamda simetri, yapilan diizenlemeye uyum ve estetik kazandirmaktadir.
Matematigin disinda, sanat dallarinda da simetri 6nemli bir yer tutmaktadir.

Simetrinin net bir fanimini vermeden 6nce, yansima gériintilerden bahsedelim.

Sekil 1

F ile Sekil 1 deki figlirii gosterelim. AB dogrusunu bir ayna gibi disiiniirsek, sol
tarafin, sag tarafin bir yansimasi oldugunu soyleyebiliriz. Yani sagdaki her bir noktaya
karsilik sol tarafta bir tek nokta vardir. C ye karsilik C', D ye karsilik D' noktalar: gibi. Bu
simetriyi farkli olarak sdyle de canlandirabiliriz. F figiiriini harfleri olmadan saydam bir
R? diizlemine ¢izelim. Bu diizlemi AB ekseni etrafinda dondiirdigimizi diginelim.
Dondiirmeden 6nce sekli goriip gozlerini kapayan bir kisinin gozlerini tekrar actiginda
seklin gevrildigini anlamasi kesinlikle miimkiin degildir. Gergekten de, F figiiriini AB
dogrusu y ekseninde, CC' dogrusu da, x ekseninde kalacak sekilde diizleme yerlestirirsek,

r: R - R?
(xy) = (-xy)

lineer donligsimi bir yansimadir ve figiirii kendisine resmeder. Yani



r(F)=F
dir.

Diger yandan, eger T, merkezi orijinde olan bir gesitkenar liggense, T de dyle P
noktalari vardir ki P' = r(P) yansiyan goriintiileri T de kalmaz. Yani

r(M=T
dir.

Bir baska simetri tiiri de donmelerdir. Bir A eskenar liggenini merkezi orijine
gelecek sekilde diizleme yerlestirelim. Saat yoninin tersi yonde 120° lik bir p
dénmesi, A lggenini kendisi lizerine resmedecektir. Yine gozleri kapali olan birisi
tiggenin hareket ettigini anlayamayacaktir (Sekil 2).

B A

once sonra
Sekil 2

Eger diizlemi C kompleks sayilar kiimesi ile birebir eslersek p: C — C donme
donisim,

pire? — rel®e/3)
olarak ifade edilebilir. Ayrica
p(a) = A
dir.
3.1. Tanim. Eger bir
c: R® > R?

lineer dénisiimi uzakliklari koruyorsa; yani U ve V noktalari arasindaki uzakhk [U-V|
ile gosterilmek iizere

lo(U)- o(V)| = [U-V|



oluyorsa, o ya ortogonal déniisiim denilir.

Lineer olmayip uzakligi koruyan déniisiimler de mevcuttur. Ornegin, a ve b sabit
sayilar olmak lizere

(xy) = (x+ay+b)

otelemesi boyle bir donisimdir. Geometrik olarak bu déniisim herhangi bir (x.y)
vektorini  (x)y) + (ab) vektorine tasimaktadir. (aslinda her uzaklhk koruyan
fonksiyonun, yansima, donme ve otelemelerin; ek olarak orijini sabit birakmasi
durumunda da sadece yansima ve dénmelerin bir bileskesi seklinde oldugu bilinen bir
teoremdir).

Her bir o ortogonal donisiimiinin birebir ve orten oldugu kolayca gosterilebilir.
Dolayisiyla o déniigimi de mevcuttur. Ayrica o' déniigimiiniin de ortogonal oldugu
kolayca gosterilebilir. Tim ortogonal doniigiimlerin kiimesini O(2 R) ile gésterelim. O(2 R)

bileske iglemine gore bir grup olusturur. Bu gruba reel ortogonal grup adi verilir.

3.2. Lemma. Her bir ortogonal ¢ doniisiimii agtlart korur. Yani, A, V ve B noktalari igin A’
= o(A), V' = (V) ve B' = 5(B) olmak lizere

m(AVB)=m(A'V'B")
seklindedir.
Ispat: Ilk olarak V noktasinin orijinde oldugu 6zel durumu ispatlayalim. Bir X vektériinii
O da baslayip X noktasinda biten bir vektor gibi diisiinelim. Uzunluklar ile noktasal
garpimlar arasindaki

IX12 = (X.X)
bagintisi hatirlanirsa

|A-B|? = (A-B,A-B)

= |Al*- 2(A,B)+ |B|®

bulunur. A" ve B' igin de benzer formiiller bulunmaktadir. Ayrica |A'-B'| = |A-B]|, |A'|
= |A| ve |B'| = |B| oldugundan (A’',B') = (A,B) bulunur. Ancak 6 = m(AOB) olmak iizere

(A,B)=|A[|B|cos 6



oldugu da bilinmektedir. Béylece m(AOB) = m(A'OB') elde edilir. Fakat o bir lineer
déniisiim oldugundan

0O=06(0)=0
olacaktir ve boylece m(A'OB') = m(A'O'B') elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.

Simdi de V noktasinin orijinde olmamasi durumunda AVB agisinin degerini
belirleyelim. Eger

T W W-V,
V noktasini orijine tagiyan 6teleme donugimi ve
T W o> W+o(V)

de orijini o(V) = V' noktasina tasiyan 6teleme doniisiimii ise, t'ot doniisiimi W noktasina
uygulanirsa

tot(W) = t'o(W-V)

©(c(W)-o(V))

o(W) - o(V) + o(V)

o(W)
bulunur. Yani tiim W noktalari igin o(W) = t'1(W) oldugu ve badylece de o = t'ot oldugu
goriilir. t ve t otelemeleri agilari korudugundan, bileske donisimi AVB agisini

koruyacaktir.

Asagidaki tanimda yansima ve donme donisimlerinin bir genellestirmesini
gorecegiz.

3.3. Tanim. F diizlemde bir figiir olsun.
o(F)=F

olacak gekildeki tim o :R?* — R? ortogonal déniigiimlerinin ailesi X(F) ile gasterilir ve
F nin simetri grubu adini alir. £(F) in her bir elemanina F nin bir simetrisi denilir.

Simetri gruplarinin, ortogonal grubun bir altgrubu oldugunu ve boylece de kendi
baslarina bir grup olduklarini gostermek kolaydir.



Galois, her bir f(x) polinomuna, ozellikleri yardimiyla f(x) in davranisini
anlayabilecegimiz bir grup karsilik getirme fikrini ortaya atmisti. Bu gruba giiniimiizde
Galois grup adi verilmektedir. Bu bélimdeki amacimiz, bir gokgenin simetri grubu ile bir
polinomun Galois grubu arasindaki benzerligi ortaya gikarmaktir.

Esas ilgi alanimiz Galois grubu oldugundan, burada sadece su gergegi hatirlatmak
gereklidir. o bir ortogonal déniisiimse ve U ve V keyfi noktalar ise, U' = o(U) ve V' =
o(V) olmak lizere UV dogru pargasinin goriintiisii yine bir dogru pargasi olan U'V' diir.
(ispa‘r, W, UV dogrusu tizerinde bir nokta iken

[UW| + [Wv| = [uV],
ve W, UV lzerinde olmayan bir nokta iken de
[UW[ + [WV] > |UV|
oldugu seklindeki, iiggen esitsizliginin 6zel haline dayanmaktadir).

3.4. Lemma. P bir poligon olsun. Vert(P) ile P nin koselerinin kiimesini gosterelim.
Her bir o € Z(P) doniisiimi, Vert(P) kimesinin bir permiitasyonudur.

Ispat: V, P nin bir kdgesi olsun. Ejer M,V ve N, ardisik koseler ise, m(MVN) =
180° dir. Eger V'=o(V) denirse V', P ninya gevresi iizerinde, ya da iginde kalir.

IIk durumda, yani V', P nin cevresi iizerindeyse, Lemma 1 geredi, m(MVN) =
m(M'V'N') olur. Ancak V' bir kése degilse m(M'V'N') = 180° olur ve bu da bir
geligkidir. O halde V', bu durumda bir kose olmalidir.

Sekil 3

Ikinci durumda ise, yani V' noktasi P nin iginde kaliyorsa, merkezi V' noktasi
olan 2 boyutlu bir D diski, tamamen P g¢okgeninin iginde kalacak sekilde bulunabilir.
o(P) = P oldugundan D deki her nokta, o nin gériintiisiinde kalir. ¢ de bir ortogonal
doniisiimdiir ve o}(V') = V dir. D diskindeki 0° ile 360° arasindaki her bir agi, bu
diskteki belli J ve K noktalari igin bir W'K agisi olarak ifade edilebilir. Burada, P
deki belli J' ve K' noktalari icin o(JV'K )= J'VK' diir. Fakat bu ézellikteki acilar

0 <m(J'VK') < m(MVK)
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ozelligini saglar. Yani o’

celigkidir.

ortogonal déniisiimiinin korumadigi agilar vardir. Bu ise bir

Son olarak her bir V kosesi icin o(V) de bir késedir. Yani ¢ nin o1 kisitlamasi
Vert(P) kiimesini kendisine resmeder. ¢ birebir oldugundan o1 kisitlamasi da birebirdir.
Vert(P) kiimesi sonlu oldugundan o1 aslinda birebir ve 6rten bir doniisiimdiir. Boylece
eger Vert(P)={Vi, Vz, .., Vn} ise

{V1, Vz, .y, Vn} = {G(V1), G(Vz), .y, G(Vn)}
= {c1(V1), c1(V2), ..., c1(Vn)}

yazilabileceginden o1 da Vert(P) kiimesinin bir permiitasyonudur.

3.5. Teorem. P, n koseli bir gokgen ve Vert(P) = {Vi, Ve, .., Va} olsun. Bu durumda
2(P), Sn simetrik grubunun bir altgrubuna izomorfiktir.

A A

B C B C B C

Sekil 4
Ispat: o € I(P) ise, o nin Vert(P) kiimesine kisitlamasini o; ile gosterelim. Lemma geregi
o1, Vert(P) kiimesinin bir permitasyonudur. Bir baska deyisle, 61 € Svertp) dir. Bu yiizden
o yI o1 e doniistiiren
f:Z(P) > Svertp)
doniisimd, iyi fanimli bir fonksiyondur.
f in bir homomorfizm oldugunu gormek igin o, t € 2(P) alalim. V € Vert(P) ise,
(ot)1 ve o1t doniisiimlerinin ikisi de V noktasinda ayni degeri alirlar. Bu deger de
o(t(V)) dir. Boylece (ot) = oit1 dir ve f bir homomorfizm olur. Yani
f(or) = f(o)f(x)
dur.

Sonolarak f birebirdir. Yani Ker f =1 dir. ¢iinkii eger

f(c)=oc1=1
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ise 0 zaman o her bir V e Vert(P) kosesini sabit birakir. Fakat koseleri R? de
vektorler olarak disiiniirsek, lineer bagimsiz olan iki vektér mevcuttur. Bu iki vektor R?
nin bir tabanini olugturur. Bu yiizden f, Z(P) ile Svert) = Sn in bir altgrubu arasinda bir
izomorfizmdir.

3.6. Sonug: A, koseleri A, B ve C olan bir liggen olsun. Eger A eskenar bir iiggen
ise, Z(A) = Sz tir. Eger A sadece bir ikizkenar liggen ise, X(A) = Z» dir. Eger A
gesitkenar bir liggen ise, Z(A) grubunun mertebesi 1 dir.

Ispat: Teorem geregi =(A), Ss iin bir altgrubuna izomorftur. Eger A eskenar bir iiggen
ise, tam 6 adet simetrisi vardir. Bunlar 3 yiikseklik etrafindaki yansimalar ve 0°,
120° ve 240° lik donme donisiimleridir. |S3| = 6 oldugundan, =(A) = Ss oldugu gériiliir.
Ikinci olarak, A bir ikizkenar iiggen olsun. |AC| = |AB| oldugunu kabul edelim. A
kogsesinden gegen yiikseklik etrafindaki yansima X(A) da kalmaktadir. Bu 6zdeglikten
farkl olan tek simetridir. Cilinkii her bir o simetrisi, A agist B ve C agilarindan
farkh oldugu igin A yi sabit birakmak zorundadir. Boylece X(A)=Z: dir. Sonolarak, A
gesitkenar bir lggen ise, herhangi bir simetri tim koseleri sabit birakacaktir. Ciinki
koselerdeki agilarin hepsi farkhdir. Bu yiizden béyle bir simetri 6zdeslik olacaktir.

Ileride n tane farkl kokii olan bir polinomun Galois grubunun da S, in bir
altgrubuna izomorf oldugunu gérecegiz. Ayrica koselerin simetrilerden kaynaklanmayan
permiitasyonlari oldugu gibi, koklerin de Galois grubundan kaynaklanmayan

permiitasyonlari olabilir. Ornegin, 2.6. Sonugta bir ikizkenar iicgenin kaselerinin 6 adet
permiitasyonundan sadece 2 tanesinin simetrilerden kaynaklandigini gordik.

Aligtirmalar

1. F bir kare ise, Ds, 8 mertebeli dihedral grup olmak lizere X(F) = D4 oldugunu
gosteriniz.

2. F bir dikdértgense, =(F) in Klein-4 grubuna izomorfik oldugunu gosteriniz.

3. 3(Q)=Z: ve 2(Q)={e} ozelliginde iki dortgen bulunuz.

4. Her bir kogesindeki agilar birbirine esit olan bir gokgene diizgiin ¢okgen
denilmektedir. Bir P gokgeninin diizgiin olmasi igin gerek ve yeter sartin X(P) nin
Vert(P) kiimesi izerinde gecismeli olarak hareket etmesi oldugunu gosteriniz.

5. Pn ile n koseli bir diizglin gokgeni gosterelim. Z(P») = D2n oldugunu gosteriniz.

6. F bir dairesel bolge ise, Z(F) in sonsuz oldugunu gosteriniz.
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4. Halkalar

Cisimler ve polinomlar arasindaki iligkiyi kuran cebirsel yapilar birimli halkalardir.
Burada grup, halka, homomorfizm gibi kavramlarin bilindigini varsayacagiz.

4.1. Tanim. Bos olmayan bir R kiimesi lizerinde toplama
(r.r') — r+r'
ve ¢arpma
(rr)—>rr
islemleri tanimh olsun. Eger
(i) R toplamaya gore degismeli bir grup;
(i) Carpma islemi birlesmeli ve degismeli;
(iii)  Her reR igin
lr=r
olacak sekilde sifir elemanindan farkh bir 1 € R var;
ve
(iv)  Dagilma 6zelligi: her r,s,t e R igin
r(s+t) = rs+rt
saglaniyorsa, R ye birimli ve degismeli halka denilir.

R deki carpma iglemi g6z dniine alinmadiginda, R nin toplamsal grubu elde edilir.

Bundan sonraki kisimda halka dedigimizde, birimli ve degismeli bir halkay
anlayacagiz.
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4.2. Ornek. Bildigimiz aligilmig toplama ve ¢arpma iglemleri ile birlikte Z, Q,R ve C
kiimeleri birer halkadir.

4.3. Ornek. Belirli bir n pozitif tamsayisi igin n modundaki tamsayilarin Z, halkasini
tanimlayacagiz. Z, in elemanlari, a € Z olmak lizere Z nin

[al={meZ:m=a mod n}

={meZ:m=a+kn, belli keZ}

seklindeki altkiimeleridir. [a] kimesine n modunda a nin denklik sinifi denilir. Z,
deki toplama ve ¢arpma iglemleri

[a]+[b]=[a+b] ve [a][b]=[ab]

ile fanimlanmaktadir ve birim eleman [1] dir. Toplama ve garpmanin iyi tanimli oldugu
kolayca kontrol edilebilir. Z, bu islemler ile birlikte bir halka olusturur.

a bir tamsayi ise bslme algoritmasi geregi, q bir tamsayi ve O < r < n olmak
uzere

a=gn+r

yazilabilir. Yani a=r modn dir ve bu durumda [a] = [r] olacagindan Z. de tam olarak
n tane eleman mevcuttur:

Z, = {[0],[1], .., [n-1]}.
Bu n tane kalan sinifinin ayrik oldugu da kolayca goriilebilir.

Z, de galisirken elemanlarin parantezlerini ihmal etmek bir aliskanlik haline
gelmistir. Dolayisiyla, 6rnegin Z3 te 2 +2 =1 yazmak dogru olacaktir.

4.4, Ornek. R bir halka ise katsayilari R de olan bir f(x) polinomunu (kisaca, R
tizerinde bir polinomu) tim i ler igin ¢; ler R halkasinin elemanlari ve tim i>n igin c;
= 0 olmak lizere bir

f(x) = (co, c1,..,¢n 0,0, .)

dizisi olarak tanimliyoruz. Eger g(x) = (do, di, ... ), R (izerinde bir baska polinom ise,
f(x) = g(x) olmasi igin gerek ve yeter sartin her bir i igin c¢i=di olmasi oldugu goriiliir.
Bu sekildeki tiim polinomlarin kiimesini R[x] ile gosterelim. R[x] lizerinde toplama ve
garpma islemlerini asagidaki sekilde tanimlayalim:
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(co, c1, ... )+ (do, di, ... ) = (co+do, c1+dy, ... )
(co, c1, ... )(do, d1, ... ) = (eo, €1, ... ).

Burada eo = codo, e1 = codi1 + c1do, ve genelde, toplam i+j = k olacak sekildeki tim i, j
ler lizerinden alinmak lizere ek = X cid; seklindedir.

Sifir polinomunu O ile gosterecegiz ve (0,0, .. ) olarak tanimlayacagiz. Benzer
olarak (1, 0, 0, .. ) polinomunu da 1 ile gosterecegiz. R[x] in bir halka oldugunu
gostermek rutin fakat uzun bir islem gerektirmektedir. Bu halkaya R (izerindeki
polinom halkasi denilir.

f(x) gosteriminde x harfinin onemi nedir? x ile R[x] in x=(0,100, ..)
elemanini gosterelim. x?=(0,0,1,00, ..) oldugunu ve timevarimla x' elemaninin sadece
i-inci bileseni 1, diger tim bilesenleri O olan bir dizi oldugunu gésterebiliriz. Buradan
standart gosterime gegmek te mimkiindiir:

f(x) = (co, €1, .., €n, 0,0, ..)
= (€0,0,0, .)*(0,c1,0, ..)+(0,0,c2,0, ..)+ ..
=¢o(1,0,0, ..)+c1(0,1,0, ..)+c2(0,0,1,0, .)+ ...
2 Co+ CIX + CoaXP + .+ CpX"
=¥ cix'.

Burada x heniiz bir degisken degil, halkanin bir elemani durumundadir. Ileride polinom
fonksiyonlari incelerken x in bir de degisken olarak iistlendigi gorevi ele alacagiz.

Simdi f(x) = co + cix + c2x? + .. + cX" yaziliminda gegen bazi kavramlari
hatirlayalim. Eger f(x) sifir polinomundan farkli ise, n, c.n# O ozelligindeki en biyiik
tamsayi olmak lizere, cn katsayisina baskatsay: denilir. n sayisina da f in derecesi
denilir ve o(f) ile gosterilir. Bagkatsayisi 1 olan bir polinoma birim katsayili polinom
denilir. 0 = (0, O, ...) sifir polinomunun baskatsayisi olmadigindan dolay! derecesi de
mevcut degildir. f(x) in sabit terimi co dir. O polinomuna veya derecesi O olan bir
polinoma sabit (polinom) denilir. Derecesi 1, 2, 3,4 ve 5 olan polinomlara sirasiyla
lineer, kuadratik, kiibik, kuartik ve kuintik polinomlar denilir.

4.5. Tanm. f(x) = X cix', bir R halkasi lizerinde bir polinom olsun.
Co+cio+..+c"=0

ozelligindeki bir o € R elemanina f(x) in R deki bir kokii denilir.
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4.6. Uyari. f(x) = x*-2, Q lizerinde bir polinomdur. Ancak, J2 irrasyonel olmasina

rajmen 2 ye f(x) in bir kékii denilmektedir. Bu sebeple bir f(x) polinomunun bir R
halkasindaki koklerinin tfanimini, koklerin R den daha biiyiik bir halkada kalmasina
miisaade edecek sekilde genisletecegiz.

Lineer cebirden biliyoruz ki, bir cisim lizerindeki n bilinmeyenli r tane
denklemden olusan bir lineer denklem sisteminin, r < n iken asikar olmayan bir ¢ozimi
mevcuttur. r = n iken bir determinantin hesaplanmasi gereklidir. Eger

f(x) = (x-a1) ... (X-a) = = cix'

seklinde ise n sayisina tiimevarim uygulayarak

Co = (—1)n a1 ... On

elde edilir. Boylece f(x) polinomunun o, ..., an koklerini ci, ..., cn katsayilarindan elde
etme problemi, n bilinmeyenli n denklemden olusan lineer olmayan bir sistemin
¢oziilmesi problemine doniisiir. n>5 iken bu problemin “koklerle ¢oziimi“niin olmadigini
gosterecegiz.

4.7. Teorem. R bir halka olsun.

0] R halkasindaki birim tektir.
(ii) Her reR igin Or=0 dir.
(iii) Eger -r, r € R nin toplamsal tersi, yani -r+r=20 ise

-r=(-Dr

dir.
(iv) Her reR igin

-DEr)=r

dir. Ozel olarak (-1)(-1)=1 dir.
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Ispat. (i) Varsayalm ki e € R, her r e R igin er = r ozelliginde olsun. Ozel olarak r =
1 iken el =1 olur. Fakat 1 intanimi geregi el =e dir. Bu iki esitlikten e =1 bulunur.

(ii) Dagilma ozelligi geregi
O.r = (0+0).r=0.r +O.r
ve iki taraftan O.r yi gikararak O.r = O elde ederiz.
(iii) 0=0r=(C1+D)r=(-Dr+r
esitliginde iki tarafa -r ekleyerek istenilen sonucu elde ederiz.
(iv) 0=0.(r)= (-1+1)(-r) = (-1)(-r) - r
esitliginde iki farafa r eklenirse sonug gordiliir.

Farz edelim ki, halka tanimindaki 1 = O sartinda israr etmeyelim. Yani R
"halka"sinda 1=0 olsun. Eger r e R ise

r=1r=0r=0

olacagindan R sadece bir tek elemandan olusur. Bu cebirsel sistem ilging olmadigindan
bir halka olarak ele alinmayabilir.

Simdi de bir halkada sifirla bolmenin neden yasak oldugunu gorebiliriz. Eger a, b
e R ise, a/b elemani, sayet mevcut olsaydi, R nin

b(a/b) = a

olacak sekildeki bir elemani olurdu. Ayrica b ile bélme islemi, b ile garpmanin ters
islemidir. Ozel olarak eger 1/0 mevcut olsaydi, bu eleman 0.(1/0) = 1 olacak gekilde
bir eleman olurdu. Fakat Teorem 4.7 (i) geregi, 0.(1/0) = O da oldugunu biliyoruz.
Boylece 1=0 elde edilir ki bu bir geliskidir.

4.8. Tanim. Bir R halkasi ve bir S altkiimesi verilsin. Eger S kiimesi gikarma ve
garpmaya gore kapali ise ve 1 elemanini bulunduruyorsa, S ye R nin bir alt halkasi
denilir.

Ornegin, Z, Q nun; Q, R nin; R de C nin bir alt halkasidir. R bir halka ise,
R ={(r, 0,0 .): r e R} kimesinin R[x] in bir alt halkasi oldugunu kolayca
gosterebiliriz. R' genelde R ile 6zdeslenir ve bu sayede yukarda verilen alt halka
zinciri biraz daha uzatilabilir. Yani € de C[x] in bir alt halkasidir.



17

Alistirmalar

1) Bir R halkasinin alt halkalarinin herhangi sayidaki kesisiminin de bir alt halka
oldugunu gosteriniz.

2) Herhangi bir R halkasinda Binom agiliminin gegerli oldugunu ispatlayiniz: n>1 ise

[?J = nl/il(n-i)! Binom katsayisi olmak iizere

(a+b)" =% Ua‘b“‘i

n
i
n
i

dir. (Yol gosterme: [lel]{n._lj = U oldugunu kullaniniz).

3) p asalsa i=0 ve i#p igin p nin [‘I’] sayisini béldugiini gosteriniz.

4) R bir halka ve f(x) € R[x] olsun.
f(xX)=ro+rix+..+rpx"
seklindeyse f in tiirevi
fI(X) = r1+ 2rax + ...+ nrpx™?
olarak tanimlanir.
[f(x) + g(x)] = f'(x) + g'(x)
ve
[F(x)g(x)] = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

oldugunu gosteriniz.

5) R bir halka ve S herhangi bir kiime olsun. R® ile S den R ye tim fonksiyonlarin

kiimesini gosterelim. R® kiimesinde asagidaki sekilde noktasal toplama ve garpmayi
tanimlayalim:

f+rgis—f(s)+g(s)
ve

fg s — f(s)g(s)
olsun. Bu islemler ile birlikte R® kiimesinin bir halka oldugunu gosteriniz.
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5. Tamlik Bolgeleri ve Cisimler

Iki tip halka oldukga dnemlidir. Bunlar tamlik bélgeleri ve cisimlerdir.

5.1. Tanim. Bir R halkasinda sifirdan farkli herhangi iki elemanin garpimi da sifirdan
farkli oluyorsa R ye bir tamlik bélgesi denilir.

5.2. Ornek. Z¢ bir tamlik bélgesi degildir. Ciinkii [2]# 0 ve [3]# 0 olmasina ragmen
[2]1[3]=[6]1=0 dir.

5.3. Teorem. Bir R halkasinin bir tamlik bélgesi olmasi igin gerek ve yeter sart
sadelestirme kuralinin gergeklenmesidir. Yani,eger ra=rb ve r=0 ise a=b dir.

Ispat. R bir tamlik bélgesi olsun. ra=rb ve r =0 olsun. Budurumda r(a-b)=0 dir. R
bir tamlik bslgesi oldugundan a-b = O olmalidir. Yani a=b olur.

Tersine R de sadelestirme kurali gegerli olsun. R de sifirdan farkli r ve a
elemanlarinin r.a = 0 olacak sekilde bulundugunu varsayalim. Bu durumda

ra=0=r.0
esitliginden a =0 bulunur ki bu bir geliskidir.
5.2. Ornegi genellestirebiliriz:

5.4. Teorem. Z, in bir famhk bdlgesi olmasi igin gerek ve yeter sart n nin asal
olmasidir.

Ispat: Eger n asal degilse birlesik bir sayidir ve dolayisiyla 1<a, b<n olmak iizere n
= ab geklinde yazilabilir. Buradan [a] ve [b] sifirdan farkli olmak iizere

[a](b] = [ab] = [n]= 0O
elde ederiz ki bu Z, in bir tamlik bolgesi olmadigini gésterir.

Tersine, p asal iken Z, nin bir famhk balgesi oldugunu gostermek istiyoruz.
Eger Z, de [a][b]=0 isebu ab=0 (p) anlamina gelir. Yani p, ab nin bir baslenidir. O
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halde p, ya a nin yada b nin bir bélenidir. Baska bir deyisle [a] =0 veya [b]=0
dir.

Bir halkada ¢arpimsal terse sahip olan elemanlar 6nemlidir:

5.5. Tanim. u, R halkasinin bir elemani olsun. Eger uv = 1 olacak sekilde bir v € R
elemani varsa u ya R de bir birim denilir.

2, Z de bir birim degildir. ¢iinki 2.% = 1 olmakla beraber % ¢ Z dir. Bununla

beraber 2, Q da bir birimdir.
Simdi sifirdan farkl her eleman ile bolme yapabilecegimiz bir halka sinifini
tanimlayacagiz. s ile bslmenin aslinda s nin s ftersi ile garpma anlamina geldigine

dikkat edelim. Yani r+s =rs? dir. O halde birimlerle bélme her zaman miimkiindiir.

5.6. Tanim. Sifirdan farkli her r e R elemaninin bir birim oldugu bir R halkasina
cisim denilir.

Z deki birimler 1 ve -1 dir. Buyiizden Z bir cisim degildir. Ancak Q, R ve C
birer cisimdir.

5.7. Teorem. p asalise Z, bir cisimdir.

Ispat. [a] € Z, olsun. Eger [a] # O ise a tamsayisi p ile bélinemez. (ap) = 1

oldugunu gostermek istiyoruz. p asal oldugundan pozitif bélenleri sadece 1 ve p dir. O

halde aranan obeb ya 1 yada p dir. p, a yi bdlmediginden (a,p) =1 olmaldir.

Boylece 1 sayisini a ve p nin bir lineer toplami seklinde ifade edebiliriz. Yani
l1=sa+1p

olacak sekilde s ve t tamsayilari vardir. Buradan sa - 1= -tp yazabiliriz ve bu da sa =
1 (p) anlamina gelir. Denk olarak

[1] = [sa] = [s][a]
oldugundan [a] nin ¢arpmaya gore tersi [s] dir. Yani Z, bir cisimdir.

Her bir cismin bir tfamlk bolgesi oldugu agiktir. Gergekten de ra =rb ve r
sifirdan farkli ise, r nin tersi r! mevcut olacagindan

r'ra=rlrb

ve boylece de a = b buluruz. Bu iddianin tersi ise yanligtir. Yani her tamlik bélgesi bir
cisim olmayabilir. Ornegin Z bir tamlik bslgesi olmasina ragmen bir cisim degildir.
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Bir F cisminin her bir R alt halkasi bir tamlik bslgesidir. Ayrica, r ve s, R nin
elemanlari ise, ayni zamanda F nin de elemanlaridir. EGer r = 0,s# 0 iken rs =0
olsaydi bu durumda az dnce ispatlamis oldugumuz, her cismin bir tfamlik bélgesi oldugu
gergegi ile geligiriz.

Simdi her bir tamlik bélgesinin, bir cismin alt halkas! olarak diisiinilebilecegini
gosterecegiz.

5.8. Teorem. Her bir R tamlik bolgesi igin R yi bir alt halka olarak bulunduran bir
Frac(R) cismi mevcuttur. Ayrica, her bir q € Frac(R) elemani, a,b € R ve b#0 olmak
uzere

q=ab’
seklinde yazilabilir.

Ispat. Frac(R) cismini R den, Q yu Z den elde ettigimiz gibi elde edecegiz. Ilk
olarak X ile b # O olacak sekildeki tim (a,b) € RxR sirali ikililerinin kiimesini
gosterelim. X (zerinde bir “i¢ler diglar garpimi” bagintisini

ad=bc ise (ab)~(c,d)

seklinde tanimlayalim. Bu bir denklik bagintisidir. (a,b) elemaninin denklik sinifini a/b
ile gosterelim.{a/b:a,b € R ve b =0} kiimesini de Frac(R) ile gosterelim.

Frac(R) lizerinde toplama ve ¢arpma islemlerini asagidaki sekilde tanimlayalim:
a/b +c¢/d = (ad + bc)/bd ve (a/b)(c/d) = ac/bd.
Burada R bir tamlik bélgesi oldugundan bd = O dir. Bu islemlerin iyi tanimh olduklarini
kontrol etmek zor degildir. Gergekten de a'/b'=a/b ve c'/d =c/d ise a/b' +c'/d =
a/b + ¢/d ve (a'/b)(c'/d) = (a/b)(c/d) dir. Frac(R) kimesinin bir cisim oldugu da
kolayca gasterilebilir. Ozel olarak a ve b, R nin sifirdan farkh elemanlari iken a/b nin

tersinin b/a oldugunu géstermek de zor degildir.

Bir a € R elemanini a/1 “kesiri” ile 6zdeslersek, R yi Frac(R) nin bir alt
halkasi olarak diisiinebiliriz.

Son olarak, eger q € Frac(R) ise q = a/b = a(l/b) = ab? elde ederiz ki bu
istenilen sonugtur.

5.9. Tanim. R bir tamlik bolgesi ise Frac(R) kiimesine R nin kesir cismi denilir.
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Q = Frac(Z) oldugu agiktir. K bir cisim ise Frac(K[x]) kimesine K (lzerindeki
rasyonel fonksiyonlarin cismi denilir ve

Frac(K[x]) = K(x)

ile gosterilir. K(x) in elemanlari, f(x) ve g(x), K[x] te kalmak ve g(x) = O olmak
lizere f(x)/g(x) seklindedir.

Aligtirmalar

1) (i) R bir halka olsun. R deki tiim birimlerden olusan U(R) kiimesinin garpmaya gore
bir grup oldugunu gosteriniz. U(R) ye bazen R deki birimlerin kiimesi denilir.

(ii) Bir R halkasinin bir cisim olmast igin gerek ve yeter sartin R*= R - {0} kiimesinin
garpmaya gore bir grup olmasi oldugunu gésteriniz. (Burada R*= U(R) olduguna dikkat

ediniz)

2) ac Z ise, [a] nin Z, de bir birim olmasi igin gerek ve yeter sartin (a,n) =1 olmasi

oldugunu gésteriniz. Birimlerin U(Z,) grubunun mertebesinin ¢(n) oldugu sonucunu
elde ediniz.

3) f(x), g(x) € R[x] olsun. f(x).g(x) in sabit teriminin f(x) ve g(x) polinomlarinin sabit
terimlerinin ¢carpimi oldugunu gosteriniz.

4) (i) R bir tamlik bolgesi ise bu taktirde f(x).g(x) in bas katsayisinin f(x) ve g(x)

polinomlarinin bas katsayilarinin garpimi oldugunu ispatlayiniz. R bir tamlik bélgesi iken
f(x) ve g(x) polinomlari R[x] de sifirdan farkli ise bu taktirde

o(fg)=o()+o(g)
oldugunu gdsteriniz.

(ii) R bir tamlik bolgesi ise bu taktirde R[x] in de bir tamlik bélgesi oldugunu
ispatlayiniz.

(iii) R = Z4[x] ise (2x+1)?=1 oldugunu gésteriniz. R bir tamlik bélgesi degilken
o(fg)=a(f)+o(g)
formiiliniin, R[x] de yanlig olabilecegini gosteriniz.

(iv) f(x) yada g(x) sabit olmamak lizere, R = Z4[x] de x = f(x)g(x) seklinde bir
¢arpanlara ayirmanin miimkiin oldugunu gosteriniz.
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5) A =R[x] olmak lizere Aly] kiimesini, R lizerinde iki degiskenli polinomlarin halkasi
olarak tanimlayalim ve R[xy] ile gosterelim. Tiimevarim yontemiyle R iizerinde ikiden
fazla degiskene sahip polinomlar: tanimlayabiliriz. R bir tamlik balgesi ise, R[xi, ..., Xn]
in de bir tamlik bélgesi oldugunu gésteriniz. (F bir cisim iken Frac(F[xi, .., xa]) kimesi
F(x1, .., Xn) ile de gosterilir)
6) R bir tamlk bolgesive f,g e R; u,v e R igin

f=ug ve g=Wf

sartini saglayan sifirdan farkli elemanlar olsun. uv =1 oldugunu ve u ve v nin birimler
oldugunu ispatlayiniz.

7) (i) F bir cisim ise, F[x] deki birimlerin sifirdan farkli sabitler oldugunu ispatlayiniz.
(ii) Z2[x] in tam bir tane birime sahip olan sonsuz bir halka oldugunu gésteriniz.

(i) Z4[x] de birim olan fakat sabit olmayan bir polinom 6rnegi veriniz.

8) (i) Polinomlar icin bélme algoritmasini ispatlayiniz: R bir halka, f(x), g(x) € R[x]
ise ve g(x) in bas katsayisi bir birim ise bu taktirde R[x] de

f(x) = q(x)g(x) + r(x)

olacak sekilde q(x) ve r(x) polinomlari vardir ve ayrica r(x)=0 yada o(r)<d(g) dir.

(ii) R bir tamlik bolgesi ise, bélme algoritmasinda ortaya gikan bélim ve kalanin tek
oldugunu ispatlayiniz (bu 6zellikleri saglamayan R ya da Z4 gibi halkalar vardir).

9) Bir R halkasinin bir F alt cismi, R nin cisim olan bir alt halkasidir. R halkasinin bir
X altkiimesinin bir alt cisim olmasi igin gerek ve yeter sartin, X in 1 i bulundurmasi ve

X in gikarma, carpmaya gore kapali olmasi ve tersleri bulundurmasi oldugunu gosteriniz.

10) Alt cisimlerin herhangi bir ailesinin kesisiminin de bir alt cisim oldugunu gosteriniz
(bu kesisimin en azindan 1 i bulundurmasi sebebiyle {0} olmadigina dikkat ediniz).

11) (i) Z,[x] in Z, vyi alt cisim olarak bulunduran bir sonsuz tamlik balgesi oldugunu
gosteriniz.

(ii) Z, vyi bir alt cisim olarak bulunduran bir sonsuz cisim bulundugunu gosteriniz.
12) R[x] in hig bir zaman bir cisim olamayacagini gosteriniz.

13) Z. in bir cisim olmasi igin gerek ve yeter sartin n nin asal olmasi oldugunu
gosteriniz.



23

6. Homomorfizm ve Idealler
Bir halkadan digerine olan doniisiimleri ¢alismak bazen oldukga kullaniglidir.

6.1.Tanim. R ve S herhangi iki halka olsun. Her r,r’ € R igin bir

0o:R—>S
fonksiyonu

o(r+r)=o(r) + o(r)

o(r.r') = o(r).o(r'):
e(1)=1

sartlarini sagliyorsa ¢ ye bir halka homomorfizmi (ya da halka doniisimii) denilir.

Bir ¢ : R —> S halka homomorfizmi birebir ve érten ise izomorfizm adini alir. Bu
durumda, R ve S ye izomorfik denir ve R= S seklinde yazilir.

Siradaki iki 6rnek, daha 6nce verdigimiz bazi 6zdeslemelerin izomorfizmler ile
daha kolay anlasilabilecegini gosterir.

6.2.0rnek. R bir halka ise bu taktirde R’ = {(r,00, ..) : r € R}, R[x] in bir alt
halkasidir ve

o:r—(r,00,.)
ile tanimli @ : R —> R’ fonksiyonu R den R’ ye bir izomorfizmdir.

6.3.0rnek. R, F = Frac(R) kesir cismine sahip bir tamlik bélgesi olsun. Buna gore R’ =
{r/1 € F: r € R} nin F nin bir althalkasi oldugunu gormek kolaydir ve

p:r—r/l
doniigimi R den R” ye bir izomorfizmdir.

6.4.0rnek. n:a [a] ile tanmh n:Z — Z, doniisiimii 6rten bir halka déniisiimiidiir.



24

6.5.Tanim. ¢ : R - S bir halka doniisiimii ise bu taktirde ¢ nin ¢ekirdegi (kernel)
ker ¢ = {r e R: o(r) = 0}
seklinde tanimlanir. ¢ nin goriintiisi
imoe={s e S:bir reR igin s=¢(r)}
olarak tanimlanir.

¢ : R > S bir halka homomorfizmi ise, ker @ nin R nin toplamaya gére bir alt
grubu oldugunu ve ¢arpmaya gore kapali oldugunu gormek kolaydir (1 i bulundurmadigi igin
bir alt halka degildir). Ancak im ¢, S nin bir alt halkasidir. Grup teorisinde bir
homomorfizmin gekirdegi yalnizca bir alt grup degil, ayni zamanda bir normal alt gruptur.
Benzer sekilde halka teorisinde de ¢ekirdeklerin bazi ek ozellikleri mevcuttur.

6.6.Tanim. R halkasinin bir ideali

(i) a,beI ise a-bel
(ilacIvereRise racl

olacak sekilde, sifiri da bulunduran bir alt kiimedir.

R halkasinda I # R ise I ya bir has ideal denilir. Her R halkasi, R ve {0}
ideallerini bulundurur.

6.7.Teorem. ¢ : R — S bir halka homomorfizmi ise bu taktirde ker ¢, R de bir has
idealdir. Ustelik ¢ nin birebir olmasi igin gerek ve yeter sart ker ¢ = {0} olmasidir.

Ispat: R ve S halkalarindaki garpma islemi dikkate alinmaz ve sadece bunlarin
toplamaya gore degismeli gruplar oldugu hatirlanirsa bu taktirde ¢ bir grup
homomorfizmi olarak diisiiniilebilir ve béylece ker ¢, R grubunun toplamaya gére bir alt
grubudur. Eger a €I ve r € R ise, bu taktirde

o(ra) = o(r).e(a) = ¢(r).0=0

olur. Buna gore, ra € ker ¢ ve boylece ker ¢, R de bir idealdir. ¢(1) =1 =0 oldugundan
ker ¢ # R oldugunu gériiriiz ve bu durumda ker ¢ bir has idealdir.

¢ birebir ise bu taktirde farklh noktalar farkli goriintiilere sahiptir. Keyfi bir r

# 0 elemani alinirsa bu taktirde o¢(r) # ¢(0) =0 dir. O halde r ¢ ker ¢ ve ker ¢ = {0}
olur. Tersine, ker ¢ = {0} oldugunu kabul edelim. o(r) = o(r’) ise bu taktirde

0= o(r) - o(r') = o(r-r):
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olur. Yani r-r’ € ker ¢ = {0} ve bdylece r =r’ bulunur. Dolayisiyla ¢ birebirdir.

Alistirmalar

1) R bir cisim ise a +— a/l ile verilen R — Frac(R) déniigiimiiniin bir izomorfizm
oldugunu ispatlayiniz. Tersine, R bir tamlik bélgesi ve a +— a/1 donisimi bir
izomorfizm ise bu taktirde R nin bir cisim oldugunu gosteriniz.

2) ¢:R —> S tamlik bélgeleri arasinda bir izomorfizm ise a/b — ¢(a)/¢(b) ile tanimh
Frac(R) — Frac(S) seklinde bir izomorfizm oldugunu gdsteriniz.

3) R, F cisminin bir alt halkasi olsun ve K, F nin R yi bulunduran biitiin alt cisimlerinin
kesisimi olsun. K = Frac(R) oldugunu ispatlayiniz.

4) (i) ¢:R —> S bir izomorfizm ise bu taktirde ¢ : S — R de bir izomorfizmdir.
Gosteriniz.

([i) p:R—>S ve y:S —> T halka homomorfizmleri ise bu taktirde onlarin bileskesi
olan yo : R — T doniisimi de bir homomorfizmdir.

5) a R, Rdebir birimiseve ¢ :R — S bir halka doniisiimii ise, ¢(a) ninda S de
bir birim oldugunu gosteriniz.

6) (i) R bir halka ise, f(x) in sabit terimi co olmak lizere
¢ f(x)— co
seklindeki ¢ : R[x] > R doniisiminin bir halka donisiimi oldugunu gosteriniz.
(ii) ker ¢ yi hesaplayiniz.
7) (i) o : R > S bir halka doniisiimdii ise
drxt e Y o(n X
ile tanimli olan o™ : R[x] — S[x] déniigiimiiniin de bir halka déniigiimii oldugunu gosteriniz.

(i) 7:S—>T bir halka doniisimii ise, (ro) :R[xX] > T[x] dénisiminin 7"
déniisiimiine esit oldugunu gosteriniz.

(i) o bir izomorfizmise o n da bir izomorfizm oldugunu gésteriniz.
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8) (i) R deki ideallerin herhangi bir ailesinin kesisimi de R de bir idealdir. X, bir R
halkasinin herhangi bir altkiimesi ise, (X) ile gosterilen ve X i iceren bir en kiigik
idealin var oldugunu gésteriniz. (X) idealine X in ilrettigi ideal, yani R de X i
bulunduran tiim ideallerin kesisimi denir.

(ii) "(X), X i bulunduran bir ideal ise ve eger J, R de X i bulunduran bir ideal ise bu
taktirde (X) = J dir" ifadesini ispatlayarak (X) in, X i bulunduran en kiigiik ideal

oldugunu gosteriniz.

9) (i) acR ise, {ra:r e R} kiimesinin a ile iiretilmis bir ideal oldugunu gésteriniz (Bu
ideale a ile iiretilen temel ideal denilir ve (a) ile gosterilir).

(ii) ai, ..., an, bir R halkasinin elemanlar ise
I={rai+..+rna:: rieR,i=1, .., n}

seklindeki tiim lineer toplamlarin kiimesinin {ai, ..., as} tarafindan iretilen ideal olan (a1,
..., Gn) e esit oldugunu gosteriniz.

10) u, R halkasinda bir birim olsun.

(i) Bir I ideali u yubulunduruyorsa I =R oldugunu gésteriniz.

(i) r € R ise bu taktirde (ur) = (r) dir. Ozellikle F bir cisim iken R = F[x] deki
sifirdan farklh her (f(x)) temel ideali, bas katsayisi 1 olan bir polinom ile iiretilebilir.

Gosteriniz.

(iii) R bir tamhk bolgesi ve r,s € R ise, (r) = (s) olmasi igin gerek ve yeter sartin R
deki bir u birimi igin s =ur olmasi oldugunu gosteriniz.

11) R halkasinin bir cisim olmasi igin gerek ve yeter sartin R nin tek has idealinin {0}
olmasi oldugunu ispatlayiniz.

12) (i) Z[x] halkasindaki gift sabit terime sahip tiim f(x) dénigimlerinin I kimesi,
Z[x] de bir idealdir. Bu ideal, x ve 2 nin tiim lineer kombinasyonlarindan olusur; yani I
= (x,2) dir. Gosteriniz.

(ii) (x,2) nin Z[x] de bir temel ideal olmadigini gosteriniz.

13) F bir cisimve S bir halka ise, bu taktirde her ¢ : F — S halka déniisiimii birebir
olmalidir ve im ¢, S nin F ye izomorfik bir alt cismidir.
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7. Bolim Halkalari

I, R de bir ideal olsun. Bir an igin garpma iglemini g6z ardi edelim. I, R toplam
grubunun bir altgrubudur. Ustelik R nin degismeli olmasi I nin bir normal altgrup
oldugunu, ve boylece R/I béliim grubunun varoldugunu gosterir. R/I bélim grubunun
elemanlari, r € R olmak izere r+I kosetleridir ve toplama islemi

(r+I) + (r'+I) = (r+r') + I

seklinde verilir. Ozel olarak, sifir elemani 0+I = I dir. Ayrica, r+I = r'+I olmasi igin
gerek ve yeter sartin r - r' € I olmasi oldugunu hatirlayalim. Sonugta 7:R —R/I

dogal doniisimi, r—r+1 ile fanimlanan bir 6rten grup homomorfizmidir.

7.1.Teorem. I, R halkasinda bir has ideal olsun. Bu taktirde R/I toplamsal degismeli
grubuna ¢arpma islemi eklenerek, bir halka haline getirilir ve

7:R —>RI/I
dogal doniisiimii, 6rten bir halka homomorfizmi olur.

Ispat : R/T iizerindeki ¢arpmay!
(r+I)(r'+I)=rr +1I

ile fanimlayalim. Bu islemin iyi tfanimli oldugunu gormek igin r+1=s+1 ve r'+1=s"+1
oldugunu kabul edelim. rr'+1 =ss"+1 oldugunu, yani  rr'—ss’'el oldugunu
gostermeliyiz. Ancak

! !

=(rr'=rs' )+(rs'—ss")

=r(r=s)+(r-sk'

T —Ss

dir. Simdi hipotez geregi r'—s'el ve r—sel dir. Boylece, I bir ideal oldugundan,
r(r'-s')el ve (r—s)s’el dir.Sonolarak, I nin iki elemaninin toplami yine I dadir
ve istenildigi gibi rr'—ss'el ve rr'+1 =ss'+1 dir.

R/I degismeli grubunun bu ¢arpma islemiyle birlikte bir halka oldugunu ve ozel
olarak birim elemaninin 1+I oldugunu gérmek siradan bir islemdir. I bir has ideal
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oldugundan 1 ¢ I ve béylece 1+1#0+1=0 dir. (r+1)r'+1)=rr'+1 formiild,
7.t —>r+l dogal doniisiim iken z(r)z(r )=z(rr') oldujunu ifade eder. Bu sonucta,
n hin bir 6rten halka homomorfizmi oldugunu ifade eder.

7.2.Tanim. I, R halkasinda bir ideal ise, R/T ya I modunda R nin béliim halkasi
denir.

Asagidaki 1. alistirmada, R=2Z ve I =(n), n ile iretilen temel ideal, olmak
lzere, Z, in R/I bolim halkasina esit oldugunu gorecegiz.

7.3.0rnek. R =F[x], F cismi iizerindeki polinom halkasi olsun. I ideali,

I={f(x)p(x): f(x) € Fx]}

olacak sekilde derecesi n olan 6zel bir p(x) polinomu ile retilen bir esas ideal olsun.
g(x) € F[x] ise Bu taktirde bslme algoritmasindan, r(x) ve q(x) polinomlari F[x] de, r
=0 veya d(r)<n olacak sekilde kalmak iizere

9(x) = q(x)p(x) + r(x)

yazilir. g(x) + I = r(x)+ I olduguna dikkat edilirse, I nin kendisi hari¢ her bir kosetin,
derecesi n den kiigiik bir temsilciye sahip oldugu kabul edilebilir. Gergekten, her bir
koset, derecesi n den kiigiik olan bir tek r(x) temsilcisine sahiptir: eger ayni 6zellikte
ikinci bir r'(x) olsaydi, bu taktirde r-r' e I = (p) olurdu. Boylece, p|(r-r’) dir ve
belli bir f(x) € F[x] igin r -r' = pf olur. Ancak, r - r’ niin derecesi n =8(p) den
kigliktir ve bu 6(pf)2 6(p) olusu ile bir geliskidir. R/I daki ¢arpma islemi, r(x),
f(x)g(x) in p(x) ile bélimiinden kalan olmak lizere

(FO*INg(x)I) = f(x)g(x) + T = r(x) + I
seklinde basitlestirilebilir.

7.4.0rnek. Bir onceki ornekteki F =R ve p(x) = x*+1 olmasi durumunu ele alahm. I =
(x?+1) olmak lizere, R[x]/I daki her bir eleman, x*+1 in derecesi 2 oldugundan, a, b
e R igin a+bx+I formundadir. Ayrica

(a+bx+T)(c+dx+T) = (a+bx)(c+dx)+I
= ac+(bc+ad)x+bdx?+I
2

dir. x*=-1 (p(x)) oldugundan

x%+I = -1+
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seklindedir. Bu ise
(a+bx+I)(c+dx+I) = ac-bd+(bc+ad)x+I
oldugunu gosterir.

Artik R[x]/I gergekten bir cisimdir. a ve b, sifirdan farkh olmak iizere,

a —
a+bx+I nin garpmaya gore tfersinin C = ve d= igin c+dx+I
garpmaya g m 2op2) ¢
seklinde oldugunu gstermek kolaydir. a+bx+1 > a+bi ile tanmlanmis @:R[x]/1 — C

doniigiimiiniin bir cisim homomorfizmi oldugunu gostermek zor degildir. Ozel olarak,
i?=-1 ozelligindeki sanal i sayisi x+I kosetine egittir.

7.5.Teorem. (Birinci Izomorfizm Teoremi): ¢ : R —» S doniisimi, ker ¢ = I
ozelliginde bir halka homomorfizmi ise bu taktirde r + I o(r) ile verilen R/I — im ¢

seklinde bir izomorfizm vardir.

Ispat : R ve S deki aligilmig garpmayi bir an igin goz ardi edersek, bu taktirde gruplar
igin birinci izomorfizm teoremi, ¢ : r+I > o(r) ile tanmli ¢ : R/I — im ¢ fonksiyonunun
toplam gruplari arasinda bir izomorfizm oldugunu belirtir. $(1+I) = ¢(1) = 1 oldugundan,
¢ nin garpma islemini korudugu ispatlanirsa ispat famamlanacaktir. Simdi r, r' € R ise
bu taktirde ¢ bir halka doniisiimii oldugundan

O((r+I)(r'+I)) = o(rr'+I) = o(rr') = o(r)o(r’)
dir. ¢(r+I)dp(r'+I) = o(r)o(r’) oldugundan

O((r+I)(r'+I)) = o(r+I) o(r'+I)
elde edilir.

Grup teoride oldugu gibi burada da bir karsilik getirme fteoremi vardir. Ayrica,
halkalar igin ikinci ve Uglincl izomorfizm teoremleri de vardir. Ancak bu teoremler, grup
teorisindeki benzerlerinden daha az ilgingtir.

Alistirmalar

1) n bir pozitif famsayi ve I = (n), Z de n ile iiretilen temel ideal olsun. Bu
taktirde Z/I bdlim halkasinin Z, e esit oldugunu gésteriniz.

2) R bir halka ve I = (x), R[x] te x ile lretilen temel ideal ise R[x]/I =R
oldugunu gosteriniz.

3) Halkalar igin karsilik gelme teoremini ispatlayiniz: "I, bir R halkasinda bir ideal
ise, I «J c R olacak sekildeki J ideallerinin kiimesi ile R/I daki tiim
ideallerin ailesi arasinda n: R — R/I dogal doniigiim olmak iizere
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J > n(J)=J/I={a+I:aed}

seklinde bir birebir 6rten doniigim bulunur.” Ayrica J < J'

ise n(J) < n(J") dir.

4) I, R halkasinda bir ideal; J, S halkasinda bir ideal ve ¢ : R — S, o(I)=J

ozelliginde bir halka izomorfizmi olsun. o' :

r+I — ¢(r)*J fonksiyonunun R/I

dan S/J ye bir izomorfizm oldugunu gésteriniz.
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8. Cisimler Uzerinde Polinom Halkalari

8.1. Teorem. F bir cisimise F[x] teki her bir ideal bir temel idealdir.

Ispat. I, F[x] te bir ideal olsun. I ={0} ise I =(0) dir.Yani O ile iiretilen temel
idealdir. Eger I =#{0} ise, I da derecesi en kiigiik olan bir m(x) polinomu segelim. I =
(m(x)) oldugunu gostermek istiyoruz.

(m(x)) = I oldugu agiktir. Tersine I da bir f(x) elemani alalim. Bslme algoritmasi
geregi, r(x)=0 veya o(r) < d(m) olmak lizere

f(x) = q(xIm(x) + r(x)

olacak sekilde q(x) ve r(x) polinomlar: vardir. r(x) = f(x) - g(x)m(x) € I dir. r(x) =0
ise, bu durumda m(x) in I daki en kiigiik dereceli polinom olusu ile gelisiriz. O halde
r(x) = 0 dir ve f(x) = q(x)m(x) € (m(x)) elde ederiz.

F bir cisim oldugundan buradaki m(x) polinomunu bas katsayisi 1 olan bir polinom
olarak segebiliriz.

8.2. Tanim. R bir halka olsun. Eger R, her ideali bir temel ideal olan bir balge ise, R
ye bir temel ideal bolgesi denilir.

Ornegin Z bir temel ideal bélgesidir. 8.1. Teoreme gére, F bir cisim iken F[x] de
bir temel ideal bolgesi olur. Ancak Z[x] bir temel ideal bolgesi degildir (gergekten de,
7. bolimiin sonundaki 12. problemde Z[x] te sabit terimi ¢ift olan tiim polinomlardan
olugsan T idealinin bir temel ideal olamayacagini belirtmistik).

8.3. Tanim. R bir halkave r ile s, R de iki eleman olsun. Eger rr'=s olacak sekilde
bir r' € R mevcutsa, r, s vyibéler veya s, r nin bir katidir denilir. Bu durumda r|s
yazilir.

rls olmasi igin gerek ve yeter sartin s nin r ile iretilen temel ideale yani (r) ye
ait olmasi olduguna dikkat ediniz. Her r € R igin orilir r|r ve r|O oldugu, fakat Ofr
olmast igin gerek ve yeter sartin r = O olmasi oldugu, ve son olarak r nin bir birim
olmasi igin gerek ve yeter sartin r|1 oldugu tanimdan goriiliir.
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8.4. Tanim. R bir tamlik bdlgesi ve f(x), g(x) € R[x] olsun. f(x) ve g(x) in en biiyiik
ortak béleni (obeb),

e d(x), f(x) ve g(x) in bir ortak béleni, yani, d|f ve d|g;
e ¢c(x), f(x) ve g(x) in bir baska ortak béleni iken cl|d,
ve
e d(x) in bagkatsayisi 1
ozelliklerine sahip bir d(x) € R[x] polinomudur.

d(x) genelde (f,g) ile de gosterilir. (f,g) =1 ise f(x) ile g(x) aralarinda asaldir
denilir.

f ile g nin d ile gosterilen obebi, eger mevcutsa, bir tektir. Gergekten de, d' bir
baska obeb ise, d' niin sadece bir ortak bélen oldugu kullanilarak d'|d; d nin bir ortak
bélen oldugu kullanilarak da d|d' elde edilir. O halde sifirdan farkh belli bir u sabiti
igin d' = ud yazilabilir. Ancak d ve d' birim baskatsayili polinomlar oldugundan u =1
ve d=d' bulunur.

Eger f ve g polinomlarinin bir lineer toplami 1 ise (bu toplam a(x) ve b(x) iki
polinom olmak lizere 1 = a(x)f(x) + b(x)g(x) seklinde olsun) bu durumda f ve g
aralarinda asal olmalidir. Gergekten de f ve g vyi balen bir ortak c(x) bdleninin 1 ide
bélmesi gerekeceginden c¢ bir birim olacaktir. Simdi, F bir cisim iken F[x] te obebin
her zaman bir lineer toplam seklinde oldugunu gérecegiz.

8.5. Teorem. F bir cisim ve f(x) ve g(x) (# 0), F[x] te iki eleman olsun. Bu durumda
d(x) = (f(x),g(x)) obebi mevcuttur ve f(x) ile g(x) in bir lineer kombinasyonudur. Yani,

d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x)
olacak sekilde a(x) ve b(x) polinomlari mevcuttur.
Ispat. I = {a(x)f(x)+ b(x)g(x) : a(x), b(x) e F[x]}

kimesinin F[x] te hem f(x) hem de g(x) i bulunduran bir ideal oldugunu 9. alistirmada
gordik. F bir cisim oldugundan F[x] bir temel ideal bélgesidir ve I bir temel idealdir.
10. alistirma geregi I = (d(x)) olacak sekilde baskatsayisi 1 olan bir d(x) polinomu
mevcuttur. I nin her bir elemani gibi, d de f ve g nin bir lineer toplami seklindedir.
f,g9g € I =(d) oldugundan d, f ile g nin bir ortak bélenidir. Son olarak, eger ¢ bir
ortak balen ise, c|f ve c|g dir.Yani f=cc' ve g=cc" seklindedir. Boylece

d = af + bg = acc' + bec” = c(ac’ + bc")
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yazilabilir ve bunun da anlami c|d dir. Sonug olarak, d(x) obebdir.

8.6. Ornek. F bir cisimve I, belli bir p(x) polinomu tarafindan iiretilen temel ideal
olmak lizere R = F[x]/T olsun. f(x) ile p(x) aralarinda asal ise,

s(x)f(x) + 1(x)p(x) = 1

olacak sekilde s(x), t(x) € F[x] polinomlari mevcuttur. Bu esitlik R de
s()f(x)+I=1+1

haline doniisiir. Boylece f(x)+I, R de, tersi s(x)+ I olan bir birimdir.

Ters ifade de dogrudur. Gergekten de, eger f(x) + I, R de bir birim ise, bu
durumda 1+ T = (f(x) + I)(g(x) + I) = f(x)g(x) + T olacak sekilde g(x) € F[x] mevcuttur.
Buradan, belli bir h(x) € F[x] igin

f(x)g(x) - 1 = h(x)p(x)
yazabiliriz. Yani f(x) ile g(x) aralarinda asaldir.

8.7. Sonug (Euclid Lemmasi). F bir cisim olsun. Eger p(x) € F[x] indirgenemezse ve
p(x), qu(x). ....qn(x) garpimini béliyorsa, bu durumda p(x), belli bir j igin qj(x) ide
baler.

Ispat. n> 1 e tiimevarim uygulayacagiz. (f(x),g(x)) = 1 iken f(x), g(x)h(x) carpimini
béliyorsa, bu durumda f(x) in h(x) i boldigini gosterecegiz. 1= af + bg olacak
sekilde a(x) ve b(x) polinomlarinin oldugunu biliyoruz. Boylece h = afh + bgh olur.
Varsayim geregi, belli bir k polinomu igin gh = fk yazilabileceginden h = afh + bfk =

f(ah + bk) olup f|lh elde ederiz.

Teorem 8.5 in ispati g6z oniine alinirsa asagidaki sonug elde edilir. Bu ayni zamanda,
obebin neden (f,g) seklinde gosterildigini de agiklayacaktir.

8.8. Sonug. F bir cisim ve f(x), g(x) € F[x] olsun. Eger f(x) ve g(x) ile iiretilen
ideal I = (f(x),g(x)) ise, f(x) ile g(x) in obebi d(x) olmak iizere I = (d(x)) dir.

Euclid lemmasinin ispati, Z deki Euclid lemmasinin gok benzeridir. Bu durum, simdi
ispatlayacagimiz Euclid algoritmasi igin de gegerlidir: Verilen f(x) ve g(x)
polinomlarinin obebi nasil bulunur? Bu obeb, lineer toplam olarak nasil ifade edilebilir?

8.9. Teorem (Euclid algoritmasi). Obebi hesaplamaya yarayan ve onu bir lineer toplam
olarak ifade etmeyi saglayan algoritmalar mevcuttur.
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Ispat. Fikir tamamen bslme algoritmasinin ardarda uygulanmasindan ibarettir. Asagidaki
esitlikleri ele alalim.

f=qg+nr a(r1) < (g)
g=Qqari+r o(rz) < a(r1)
ri= q3r‘2 +r3 8(r‘3) < ﬁ(r‘z)
Pn-2 = Qnln-1 + Py a(r'n) < a(r'n—l)
Pl = Qredln + Pret A(rn+1) < 3(rn)

Pn = Qn+2ln+t

Burada gqi ve ri lerin bélme algoritmasiyla agik¢a bilindigine dikkat ediniz. Iddia
ediyoruz ki d = rna dir. Ilk olarak, bu ardigik bélmelerin belli bir adimda sona erecegini
gozlemleyelim. Bunun sebebi kalanlarin derecelerinin her bir adimda kiigiilmesidir.
Dolayisiyla o(g) adimdan daha az adimda bu iterasyonlar sona erecektir. Ikinci olarak,
d bir ortak balendir. Ciinki, d = rn1, rn i béler ve boylece (n+1)-inci egitlikten, yani rni
= QnetPn + Pra egitliginden, d|rna1 buluruz. Esitliklerde bu sekilde sondan basa ilerleyerek
dlg ve d|f oldugunu elde ederiz. Ugiincii olarak, ¢ bir ortak bélen ise, bu sefer listenin
tepesinden baslayarak ve asagiya dogru ilerleyerek c|f ve c|g den ilk olarak c|r:
oldugunu; clg ve clri den c|rz oldugunu ve belli bir adimdan sonra c|rn.1 oldugunu
elde ederiz. Yani d, aranan obebdir.

Sonugta a ve b, sondan baga gidilerek bulunabilir. Boylece d, d = rmi = rn1 = quirn
seklinde rn1 ile rn in bir lineer toplamidir. rnz = gnrn1 + ra olusu kullanilarak d yi bu
sefer rnz ile ro1 inbir lineer toplami olarak

d=rmn- Qn+1(r'n-2 - Qnr'n-l)

= (1#9n@n1)Prn-1 = Qretln-2

elde ederiz. Buigleme d yi f ile g nin bir lineer toplami sekline getirene kadar devam
edilir.

Uygulamada, Euclid algoritmasi gok kullanigl olmayabilir. Ancak 6zellikle f ile p
aralarinda asal iken F[x1/(p(x)) te f(x) in garpimsal tersini hesaplamada yararli olabilir

(8.6. Ornek). Asagidaki sonug, Euclid algoritmasinin bir diger uygulama alanidir.

8.10. Sonug. k < K iki cisim ve f(x), g(x) € k[x] = K[x] olsun. f ile g nin K[x] deki
obebi, f ile g nin k[x] deki obebi ile aynidir.

Ispat. K[x] deki bslme algoritmastyla Q(x), R(x) € K[x] ve a(R)< &(g) olmak iizere

f(x) = Q(x)g(x) + R(x)
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yazabiliriz. Ayrica ayni zamanda f(x), g(x) € k[x] oldugundan bu sefer k[x] deki bélme
algoritmasi kullanilarak q(x), r(x) € k[x] ve a(r) < d(g) olmak iizere

f(x) = q(x)g(x) + r(x)
yazabiliriz. Ancak bu son esitlik k[x] < K[x] oldugu igin ayni zamanda K[x] de de
gergeklendiginden, K[x] deki bolme algoritmasinda baliim ve kalanin tekliginden Q(x) =
q(x) ve R(x)=r(x) elde ederiz. Bu sebeple K[x] deki Euclid algoritmasindaki denklem

listesi ile k[x] deki Euclid algoritmasindaki denklemler listesi aynidir. Bu yiizden de her
iki polinom halkasinda da ayni obeb elde edilecektir.

8.11. Tanim. F bir cisim ve f(x), g(x) € F[x] olsun. f(x) ile g(x) in okeki asagidaki
sartlari saglayan bir m(x) € F[x] polinomudur:

(i) m(x), f(x) ile g(x) in bir ortak katidir. Yani f|m ve g|m dir;
(i) c(x), f(x) ile g(x) in herhangi bir ortak kati iken m|c dir.
(iii) m(x) birim baskatsayilidir.

Siradaki sonug, 8.8. Sonug ile karsilagtiriimahdir.

8.12. Teorem. F bir cisim ve f(x), g(x) € F[x] olsun. Bu taktirde f ile g nin okeki
(f) n (g) nin birim baskatsayili iiretecidir.

Ispat. F[x] bir temel ideal bélgesi oldugundan, birim baskatsayili bir m(x) e F[x]
polinomu igin (f) N (g) = (m) dir. m e (f) olusu belli bir r(x) e F[x] igin m(x) = f(x)r(x)
olusunu; m e (g) olusu da belli bir s(x) € F[x] igin m(x) = g(x)s(x) olusunu gerektirir.
O halde m(x), hem f hem de g nin bir ortak katidir. Son olarak, eger h(x), f ile g

nin bir baska ortak kati ise, h(x) = f(x)r'(x) = g(x)s'(x) yazabiliriz. Buda h e (f) n (g) =
(m) anlamina geleceginden m|h demektir.

Carpanlara ayirma ve kokler arasinda asagidaki iligki vardir.
8.13. Teorem. f(x) € F[x] ve a € F olsun. Bu durumda
f(x) = q(x)(x-a) + f(a)
olacak sekilde bir q(x) € F[x] vardir.

Ispat. Bolme algoritmasina gore F[x] de, ya r(x) =0 yada a(r) < 1 = 8(x-a), yani r(x)
bir sabit olacak sekilde bir fonksiyon olmak lizere

f(x) = q(x)(x-a) + r(x)
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esitligi mevcuttur. Bu sabiti a noktasinda hesaplarsak, r = f(a) bulunur. Bu deger yerine
konulursa iddia goriiliir.

8.14. Sonug. f(x) € F[x] olsun. a € F nin f(x) in bir koki olmasi igin gerek ve yeter
sart x-a nin f(x) i bolmesidir.

Ispat. q, f(x) in bir kokii ise f(a) = O demektir. Bu durumda teorem geregi, f(x) = (x-
a)q(x) yazilabilir. Tersine, eger f(x) = (x-a)q(x) ise, a noktasinda hesaplama yaparak
f(a) = O oldugu kolayca gériiliir. Yani a, f(x) in bir kokidiir.

8.15. Teorem. F bir cisim ve f(x) € F[x] inderecesi n>0 ise, F, f(x) inencok n
kokiind bulundurur.

Ispat. F in, f(x) in n+l tane kokiini bulundurdugunu varsayalim. Bu kéklere ai, az, ... ,
an1 diyelim. Sonug geregi belli bir gi(x) € F[x] igin f(x) = (x-a1)gi(x) yazilabilir. Bu
durumda x-az farki, (x-a1)gi(x) g¢arpimini béler. ai # a2 oldugundan x-ai ve Xx-az
polinomlar: aralarinda asal polinomlardir. Boylece Euclid lemmasina gore x-az, gi(x) i
bélmelidir. Bu durumda

f(x) = (x-a1)(x-a2)gz(x)

yazilabilir. Asagidaki 3. probleme gore, i ye gore tiimevarim uygulayarak
f(x) = (x-a1)(x-az) ... (x-ai)gi(x)

ve boylece
f(x) = (x-a1)(x-az2) ... (X-Qn1)gn1(x)

yazabiliriz. Ancak bu, sol taraftaki f(x) in derecesinin n, sag taraftaki garpimin
derecesinin ise n den biiyiik olusu sebebiyle miimkiin degildir.

Bu son teorem, keyfi bir R halkasinda dogru olmayacaktir. Ornegin, x3-1 in Zs de
[1], [3].[P] ve [7] olmak iizere dort koki vardir.

8.16. Ornek. a € R olsun. eq: R[x] > R déniisiimiinii
f(x) =2rix — Xra

seklinde tanimlayalim. ed(f) = Xria’ € R elemanini f(a) ile gosterelim. e, nin bir halka
doniisiimi oldugunu gosteriniz. Bu donilisime a noktasindaki hesaplama déniisiimii denilir.
Boylece her bir f(x) € R[x] polinomu, f: a — f(a) = e«(f) seklinde bir f: R — R polinom
fonksiyonu tanimlar. Bu sayede, x degiskenini artik R deki degerleri alacak bir
degisken olarak diisiinebiliriz.
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Alistirmalar

1) Iki elemaninin obebi bulunamayacak sekilde bir R bélgesinin var oldugunu
gosteriniz. (Yol Gosterme: F bir cisim ve R, F[x] in birinci dereceden terime
sahip olmayan tiim polinomlarindan olusan althalkasi olsun. Yani f(x) € R olmasi
igin gerek ve yeter sart f(x) = ap + azx? + azx® + ... seklindedir. x° ve x® yi g6z
oniine aliniz. Bu iki elemanin birim katsayili ortak bélenlerinin 1, x?, x> oldugunu
belirleyip bunlardan higbirinin diger ikisine bsliinmedigini gosteriniz).

2) (i) a, az, .., a, tamsayilarinin obebini her bir i i¢in d[a; olacak ve diger ortak
bélenlere boliinebilecek sekildeki bir d pozitif ortak tamsay: béleni olarak
tanimlayiniz. d nin varhgini ve d nin ai, a;, .., a, tamsayilarinin bir lineer
birlesimi oldugunu ispatlayiniz. (Yol gosterme: d, Z de ay, ay, .., a, ile iretilen
idealin pozitif ireteci olsun.)

(ii) F bir cisim olmak lizere f;, f2, ..., f, € F[x] polinomlarinin obebini her bir i igin
d|f; olacak ve diger ortak balenlere béliinebilecek sekildeki bir d birim katsayili
polinomu olarak tanimlayiniz. d nin varhgini ve d nin fy, f5, .., f, tamsayilarinin
bir lineer birlesimi oldugunu ispatlayiniz.

3) aj, @z, .., a, bir F cismindeki farkl elemanlar olsun. Bu durumda tim i ler igin
x-a,; ve (x-ar)(x-az) .. (x-a;) polinomlarinin aralarinda asal oldugunu gosteriniz.

4) R = Z[x] halkasinda x ve 2 polinomlarinin aralarinda asal oldugunu; bununla
birlikte

1=x.f(x)+29(x)

olacak sekilde f(x) ve g(x) € Z[x] polinomlarinin bulunamayacagini gosteriniz.

5) F bir cisim ve her bir i igin a; € F olsun. f(x) = [{x-a;)) € F[x] alalim. f(x) in
katl koklerinin bulunmadigini ggsteriniz (yani higbir a € F igin f(x) in (x-af
ile béliinemedigini gosteriniz).

6) x3-2x%+1 ve x?-x-3 polinomlarinin Q[x] deki obebini hesaplayiniz ve lineer
toplam olarak ifade ediniz.

7) p(x) = x3+x+1 e Z;[x] ve I =(p(x)) olsun. Z,[x]/I nin bir cisim oldugunu
gosteriniz.

8) R bir halka, a e R ve e,: R[x] - R, a noktasindaki degerlendirme fonksiyonu
olsun. kere, nin R de a yi kok kabul eden tiim polinomlardan olustugunu ve x-a
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ile dretilen temel ideal (x-a) ile gosterilmek lizere ker e, = (x-a) oldugunu
gosteriniz.

9) F bir cisim, f(x), g(x) € F[x] olsun. Eger Af)<Aqg)=n ise ve ayrica n+1 tane
a € F elemani igin f(a) = g(a) oluyorsa f(x) = g(x) oldugunu gosteriniz.
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9. Asal ve Maksimal Idealler

Asal sayi kavrami polinomlara da genellestirilebilir.

9.1. Tanim. F bir cisim olsun. Sifirdan farkl bir p(x) € F[x] polinomu igin qp)=>1 ise
ve F[x] te Af) < dp) ve Ag) < &p) olmak lizere p(x) = f(x)g(x) seklinde bir
garpanlara ayirma s6z konusu degilse, p(x) polinomu F (lizerinde indirgenemezdir
denilir.

Dikkat edilirse indirgenemezlik F katsayi cismine bagh bir kavramdir. Ornegin,
x?+1 polinomu R de indirgenemezken € de indirgenebilirdir. (derecesi 1 olan) lineer
polinomlarin fanim geregi her cisim iizerinde indirgenemez olduklar: agiktir. 8.14. Sonug
geregi bir F cismi lizerinde derecesi en az 2 olan polinomlarin F de kaokii yoktur. Bu
ifadenin tersi dogru degildir. Ornegin, f(x) = x* + 2x? + 1 = (x? + 1}? polinomu R
tizerinde garpanlarina ayrilabilmesine ragmen higbir reel koke sahip degildir.

F bir cisim olmak lizere p(x), f(x) € F[x] olsun. Eger p(x) birim katsayili
indirgenemeyen bir polinom ise birim katsayili garpanlari sadece 1 ve p(x) ftir. Boylece
(p.f) obeb degeri de ya 1 ya da p(x) olacaktir. O halde p(x), f(x) polinomunu
bélmiyorsa p(x) ve f(x) aralarinda asaldir.

9.2. Tanim. I, R halkasinda bir has ideal olsun. Eger ab €I olmasia € I veya b e I
olmasini gerektiriyorsa I ya bir asal ideal denilir.

9.3. Ornek. p >2 ise Z deki bir (p) idealinin bir asal ideal olmast igin gerek ve yeter
sartin p nin asal say! olmasi oldugunu iddia ediyoruz.

Eger p asal ise ve ab € (p) ise plab olacagindan Euclid Lemmasi geregi pla veya
plb elde edilir. Yani a € (p) veya b < (p) dir. Boylelikle (p) bir asal idealdir.

Tersine p asal degilse, a<p ve b<p olmak iizere p = ab seklinde garpanlarina
ayrilabiliyor demektir. Bu durumda ne a nede b, (p) nin elemani degildir. Bu da (p)
nin asal ideal olmadigi anlamina gelir ki bir geligkidir.

9.4. Teorem. F bir cisim ise sifirdan farkh bir p(x) € F[x] polinomunun indirgenemez
olmasi igin gerek ve yeter sart (p(x)) in bir asal ideal olmasidir.

Ispat. p(x) indirgenemez olsun. Tanim geregi (p) nin asal ideal oldugunu gostermek igin
bir has ideal oldugunu ve ayrica ab € (p) iken a € (p) veya b e (p) olmasi gerektigini
gostermeliyiz.
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Eger ab e (p) ise plab olacagindan Euclid Lemmasi geregi pla veya p[b elde
edilir. Yani a € (p) veya b e (p) dir. Son olarak (p) bir has idealdir. Clinki aksi
taktirde 1 € R =(p) olurdu ki buda 1= p(x).f(x) olacak sekilde bir f(x) polinomunun
varligini gerektirirdi. Ama 1 sabit olup derecesi sifirdir ve

0=4qpf)=ap)+af)>ap)>1
celiskisi elde edilir. Dolayisiyla (p) bir asal idealdir.

Tersine, p(x) in indirgenemez olmadigini varsayalim. Bu durumda qa) < Ap) ve b)
< Ap) olmak iizere p polinomu

p(x) = a(x).b(x)

seklinde ¢arpanlarina ayrilabilir. (p) deki sifirdan farkli her polinomun derecesi qp) den
biyiik ya da esit oldugundan ne a nin ne de b nin (p) de kalmadig: goriiliir. Yani (p) bir asal
ideal degildir.

9.5. Teorem. R deki bir I has idealinin asal ideal olmasi igin gerek ve yeter sart R/I nin
bir bolge olmasidir.

Ispat: I bir asal ideal olsun. Eger O = (a+I)(b+I) = ab+I ise, ab € I dir. I bir asal ideal
oldugundan a € I veya b e I dir. Yani ya a+I = O ya da b+I = O dir. Boylece R/I bir
bolgedir. Tersi de benzer sekilde ispatlanabilir.

9.6. Tanim. Bir R halkasinda bir I has ideali alalim. Eger R de, I yi bir has ideal olarak
bulunduran bir J has ideali bulunamiyorsa I ya bir maksimal ideal denir.

9.7. Teorem. Bir R halkasindaki bir I has idealinin bir maksimal ideal olmasi igin gerek
ve yeter sart R/I nin bir cisim olmasidir.

Ispat: 7. Bsliimiin sonundaki 3. aligtirmaya gére I nin bir maksimal ideal olmast igin gerek
ve yeter sart R/I nin {O} ve kendisi diginda higbir idealinin olmamasidir. 6. Bélimiin
sonundaki 11. aligtirmaya gore bu sartin saglanmasi igin gerek ve yeter sart R/I nin bir
cisim olmasidir.

9.8. Sonug. Bir R halkasindaki her maksimal I ideali bir asal idealdir.

Ispat: I bir maksimal ideal ise R/I bir cisimdir. Her cisim bir bslge oldugundan R/I da
bir bolgedir. O halde I bir asal idealdir.

Bu sonucun tersi dogru degildir. Ornegin, Z[x] de (x) temel ideali asal ideal olmasina
ragmen maksimal degildir. 7. Bsliimiin sonundaki 2. alistirmaya gore
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Z[x]/(x)=Z
dir ve Z bir balge olmasina ragmen bir cisim degildir.

9.9. Teorem. R bir temel ideal bélgesi ise, sifirdan farklh her bir asal I ideali bir
maksimal idealdir.

Ispat: I ©J <R olmak iizere I dan farkl bir J idealinin var oldugunu varsayalim. R bir
temel ideal bélgesi oldugundan a, b € R olmak lizere I = (a) ve J = (b) dir. Eger a € J ise
bir r € Rigin a = rb yazilabilir ve béylece rb e I dir. I asal oldugundanya r € I dir ya da
b e Idir.Eger b € I'ise J c I geligkisi elde edilir. Eger r € I ise belli bir s € Rigin r =
sa yazabiliriz ve boylece a = rb = sab elde ederiz. Buradan da 1 = sb elde ederiz ve 6.
Bélimin sonundaki 10. alistirmanin (i) sikki geregi J = (b) = R buluruz. Boylece I
maksimaldir.

9.10. Sonug. F bir cisim olsun. p(x) e F[x] indirgenemezse F[x]/(p(x)) bolim halkasi F
yi ve p(x) in bir kokiini bulunduran bir cisimdir.

Ispat: p(x) indirgenemediginden I = (p(x)) temel ideali sifirdan farkl bir asal idealdir.
F[x] bir temel ideal badlgesi oldugundan I bir maksimal idealdir. Bu yiizden E = F[x]/T bir
cisimdir. a — a+I doniisimi F den F' = {a+I : a € F} c E ye bir izomorfizmdir. (Bu yiizden
bazen F ile F’ 6zdes kabul edilir.)

0 = x+I e E olsun. 6 nin p(x) in bir koki oldugunu iddia ediyoruz. a; € F olmak lizere
p(x) = ap*aix+ ... +a,x" yazalim. I = (p(x)) oldugundan E de

p(8) = (ao*I)+(ar*I)0+ ... + (a+I)&"
= (ap+I) + (ar+I)(x+I) + ... + (a,+I)(x+I)"
= (ap+I) + (aix+I) + ... + (a,x"+I)
= Qo*a; X+ ... +apX"+I
= p(x)+I
=T

dir. Ancak I = 0+I, F[x]/I nin sifir elemani oldugundan 6, p(x) in bir kokiidiir.
Ornegin x?+1, R[x] de indirgenemeyen bir polinomdur ve R[x]/(x?+1) bslim halkasi R
yi ve i = -1 olacak gekildeki bir i = x+I elemanini bulunduran bir cisimdir. 7.4. Ornekte

R[x]/(x?+1), C kompleks sayilar cismine izomorfiktir.

9.11. Tanm. f(x) e F[x] bir polinom olsun. Eger f, F[x] te lineer g¢arpanlarina
ayrilabiliyorsa f ye F lizerinde dagilabilirdir denilir.

Tabii ki f(x) in F lizerinde dagilabilir olmasi igin gerek ve yeter sartin F nin f(x) in
tim koklerini bulundurmasi oldugu agiktir.
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9.12. Teorem (Kronecker). F bir cisim olmak iizere f(x) e F[x] olsun. Bu taktirde F vyi
igeren ve iizerinde f(x) in dagilabildigi bir E cismi mevcuttur.

Ispat: Ispati Af) e tiimevarim uygulayip yapacagiz. Af) = 1 ise f(x) lineerdir ve E = F
segebiliriz. Eger Af) > 1 ise p(x) indirgenemeyen bir polinom olmak tizere f(x) = p(x)g(x)
yazabiliriz. 9.10. Sonuca gore F yi ve p(x) in bir 6 kokiini bulunduran bir B cismi
mevcuttur. O halde B[x] te p(x) = (x-6)h(x) yazabiliriz. Timevarimla B yi de iceren ve
tizerinde h(x)g(x) in ve dolayisiyla f(x) dagilabildigi bir E cismi mevcuttur.

Simdi bir f(x) e F[x] polinomu igin koklerin F den daha genis bir cisimde kalmasin
saglamak amaciyla kath kok tanimini yeni bir sekle sokacagiz.

9.13. Tanim. F bir cisim ve f(x) e F[x] olsun. Eger E[x] te
f(x) = (x-a)h(x)
olacak sekilde F yi de igeren bir E cismi mevcutsa f nin katli kokleri mevcuttur denilir.

8. Bolimiin sonundaki 5. alistirmayi ve Sonug 8.10 u kullanilarak f(x) in katli koklerinin
olmamasi igin gerek ve yeter sartin f', f in tiirevini gostermek lzere (f,f’) = 1 olmasi
oldugu goriilebilir.

Kronecker Teoremi Z, disinda kalan sonlu cisimler olugturmada kullanilabilir. Once
cisimlerin 6nemli bir 6zelligini gorelim.

9.14. Tanim. F bir cisim olsun. F nin tim altcisimlerinin kesisimine F nin asal cismi
denilir.

5. Boliimiin sonundaki 10. alistirmaya gére F nin asal cismi de bir altcisimdir.

9.15. Teorem. F bir cisim olsun. F nin asal cismi ya Q ya, ya da p asal olmak lizere Z,
ye izomorftur.

Ispat: 1, F cisminin birimi olsun. y : Z — F doniisiimiinii n — n.1 seklinde tanimlayalim. »
bir halka doniisiimiidiir. I = Ker y denilirse Z/T bir bélgedir. Clinkii F nin bir althalkasina
izomorftur. Boylece I bir asal idealdir ve I = (0) ya da p asal olmak lizere I = (p) dir.
Eger I=(0)ise y, Z yi F ye gomer. 6. Boliimiin sonundaki 3. alistirmaya gore bu durumda
asal cisim Q ya izomorftur. I = (p) ise birinci izomorfizm teoremine gore Im y = Z/(p)
=Z, dir ve bu da bir cisimdir. Bdylece Im g, F nin asal cismidir.

9.16. Tanim. Asal cismi Q ya izomorfik olan bir cismin karakteristigi O dir denilir. Asal
cismi Z, ye izomorf olan bir cisme de karakteristigi p dir denilir.

9.17. Lemma. F, karakteristigi p > O olan bir cisim olsun.
(i) Her a € Figin pa=0dir.
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(ii) Hera, b € Figin (a+b)P = aP+bP dir.
(iii)y Her a, b € Fve her k > 1 igin

(a+b)” = a* +b*
dir.
Ispat: (i) F deki birim elemani su an igin e ile gosterelim. O halde
pa=a+..+a=(e+..+e)p

yazabiliriz. Bununla birlikte Z, de her biri [1] olan p tane terimin toplami sifirdir. F nin
karakteristigi p oldugundan e + ... + e = 0 dir. Yani F de pa = O dir.

(ii) Binom teoreminden

(a+b)P = aP+pzl( ?jalb p-i +bP

i=1

yazabiliriz. 4. Bolimin sonundaki 3. aligtirma geregi Z, de tiim 1 <i < p-1igin (?] =0

dir.

(iii) Ispat k ya tiimevarim uygulayarak yapilir. k = 1 durumunu (ii) de gérdik. Timevarim
geregi

(a+b)”"  =[(a+b)”
[a"k +b” ]p

k+1 k+1

:ap +bp

elde edilir.

Bu Lemma bize, F karakteristigi p olan bir cisim ve g = p*iken a — a’ fonksiyonunun
F den F ye bir halka homomofizmi oldugunu gosterir.

F, bir E cisminin altcismi ise E nin toplamsal grubuna F iizerinde bir vektor uzay:
goziiyle bakabiliriz. ¢ € F ve a € E olmak lizere ca skaler ¢arpimini ¢ ve a nin E deki
garpimi olarak tanimlayalim. Sonlu bir E cismi bu sebeple Z, iizerinde bir vektér uzay:
olarak diisiiniilebilir. Eger {aj, ... , an}, E nin bir sirali tabani ise E nin her bir a elemant, ¢;
ler Z, de kalmak lzere (cy, ... , ¢,) seklindedir. Bu sebeple herbir sonlu cisim p asal ve n
bir pozitif tfamsay: olmak lizere p" elemana sahipfir.

9.18. Teorem (Galois). Her p asali ve her n pozitif tamsayisi igin tam olarak p" tane
elemana sahip bir cisim mevcuttur.
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Ispat: Eger p" = g elemana sahip bir K cismi mevcut olsaydi K™ = K-{0} g-1 mertebeli bir
garpim grubu olurdu. Lagrange teoremi geregi her a € K igin a?! = 1 elde edilir. Béylece K
nin herbir elemaninin

g(x) = xI-x
polinomunun bir kokii oldugu goriilir.

Kronecker Teoremi geregi Z, yi bulunduran ve iizerinde g(x) in dagildigi bir E cismi
mevcuttur. F = {a € E : g(a) = 0} tanimlayalim. Yani F, g(x) in tim koklerinin kiimesi olsun.
g = p" olup E nin de karakteristigi p oldugundan g'(x) = gx9-1 = -1 dir. 9.17. Lemma geregi
(9.9') = 1 olur ve g(x) in katli kokii yoktur. Yani F in mertebesi g = p" dir.

Simdi F in cisim oldugunu gosterecegiz. Eger a ve b F cismindeyse, a’ = a ve b7 = b dir.
(ab)= a’b? = ab olup ab de F nin elemanidir. b yerine -b alinirsa (a-b)§=a?-bi=a-b
elde edilir ki a - b de F dedir. Son olarak a sifirdan farkh ise a??=1 dirve a’ = a%? de
F dedir.
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Alistirmalar

1) Derecesi 2 yada 3 olan bir p(x) € F[x] polinomunun F {izerinde indirgenebilir
olmast igin gerek ve yeter sartin p(x) in hig¢ bir kokiinin F de kalmamasi oldugunu
gosteriniz. (Bu sonug derecenin 4 olmasi durumunda dogru degildir. Gergekten de
(x?+1)? polinomu R[x] te g¢arpanlarina ayrilabilse de hig bir kéke sahip degildir).

2) p(x) € F[x] polinomu indirgenemez olsun. g(x) e F[x] sabit olmayan bir polinom ise,
ya (p(x),g(x)) =1 yada p(x)[g(x) oldugunu gésteriniz.

3) (i) a sifirdan farkh bir sabit ve pi(x) polinomlar: farkli olmalari gerekmeyen birim
baskatsayili indirgenemeyen polinomlar olmak lzere F[x] deki sifirdan farkl herbir
f(x) polinomu igin

f(x) = a pi(x). ... .p«(x)
yazilabilir.
(ii) Bu garpanlara ayirmada garpanlar ve katlliklar: bir tek sekilde belirlidir.
4) a ve b sifirdan farkh sabitler, ki, n, >0 ve pi(x) birbirinden farkli birim

bagkatsayili indirgenemeyen polinomlar olmak lizere f(x) = a pi(x)s. ... .p«(x): ve g(x) =
b pi(x)". ... .p«(x)+ olsun. m; = min{k;, n} ve M; = max{k;, n} olmak iizere

(f.9) = p(X)™s. ... .p(x)"s
ve

[f.9]= p(x)Ms. ... .pe(x)"s
oldugunu gosteriniz.

5) (i) Bir R halkasindaki sifir idealinin asal ideal olmasi igin gerek ve yeter sartin R
nin bir tfamlik bélgesi olmasi oldugunu gésteriniz.

(ii) Bir R halkasindaki sifir idealinin maksimal ideal olmast igin gerek ve yeter sartin R
nin bir cisim olmasi oldugunu gosteriniz.

6) Z[x] de sabit katsayisi gift olan tim polinomlardan olusan I idealinin maksimal
ideal oldugunu gosteriniz.

7) f(x), g(x) € F[x] olsun. (f,g) #1 olmasi igin gerek ve yeter sartin hem F yi hem de
f(x) ve g(x) in bir ortak kokiini bulunduran bir E cisminin var olmasi oldugunu
gosteriniz.
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8) (i) f(x) e Z[x] ise (f(x)P = f(xP) oldugunu gdsteriniz. (Yol Gosterme: Fermat'in
kiigiik teoreminden faydalaniniz)

(ii) Z[x] yerine karakteristigi p olan sonsuz bir cisim alinirsa iistteki iddianin dogru
olmayabilecegini gosteriniz. (5. Bsliimiin sonundaki 11. alistirmadan faydalaniniz)

9) F bir cisim ise F[x] ten F ye herbir degerlendirme doniisiimiiniin gekirdeginin bir
maksimal ideal oldugunu gésteriniz.

10)  F karakteristigi sifir olan bir cisimse ve p(x) € F[x] indirgenemezse p(x) in katl
koklerinin bulunmadigini gosteriniz. (Yol Gosterme: (p(x),p((x)) obebini g6zéniine aliniz).

11)  Kronecker teoreminden faydalanarak Z, ye x*-x polinomunun uygun bir kékiini
katip dort elemanl bir cisim elde ediniz.

12)  Sekiz elemanl bir cisim igin foplama ve g¢arpma fablolarini hazirlayimiz. (Yol
Gosterme: Z, lizerinde x3-x polinomunu g¢arpanlarina ayiriniz).

13) Dért elemanh bir cismin sekiz elemanli bir cismin bir altcismine izomorf
olamayacagini gosteriniz.
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10. Indirgenemez Polinomlar

Burada polinomlarin indirgenemezligi ile ilgili bir kural bulmaya galisacagiz. Bu oldukga
gli¢ ve genelde ¢oziimsiiz bir durumdur.

Ejer o:R — S bir halka déniisiimi ise o: Y rx' — > o(r)x' ile tanimh o*: R[X]
— S[x] donisimi de bir halka donigiimidir. Bundan faydalanarak asagidaki sonucu
verebiliriz:
10.1. Teorem. R bir tamlik bélgesi, F bir cisim, olsun. o: R — F bir halka doniisiimii
ve p(x) € R[x] olsun. Eger o(o’(p)) = Ap) ise o'(p(x)), F[x] de indirgenemezse p(x),
R[x] de dereceleri p nin derecesinden kiigiik olan iki polinomun garpimi olarak
yazilamaz.

Uyari: p(x) birim baskatsayili ise derece sartinin saglanacagina dikkat ediniz.

Ispat. Af) < Ap) ve Ag) < Ap) olmak iizere R[x] de p(x) = f(x)g(x) oldugunu
varsayalim. F[x] de

o’(p) = o’(f) o’(9)

dir. o'(p) indirgenemediginden 6(o”(f)) = O oldugunu varsayabiliriz. Ancak

ap) Aa(p))

o(a'(f)) +(c"(9)

a(c(9))
< d(9)
< a(p)
celiskisi elde edilir.

10.2. Ornek. Z[x] teki f(x) = 8x3-6x-1 polinomunu ele alam. o :Z — Z,
donisiimiini kanonik donisim olarak alip p asalint da uygun sekilde segerek lstteki
teoremden faydalanacagiz. Boylece o doniisimi f(x) in katsayillarint p modunda
indirgeyen bir déniisiim olacaktir. p = 2 segersek derece sarti yerine getirilemez. Ciinkii
o’(f) nin derecesi sifir olur. p = 3 segilirse o(f) indirgenemez degildir, glinkii



48

o'(f) = -x3-1 = ~(x+1)(x?-x+1)
dir. Eger p =5 segilirse
o'(f) = 3x3-x-1

bulunur ki bu da 9. Béliimiin sonundaki 1. alistirma geregi Zs te hig kokii olmadigindan
indirgenemezdir. Teorem 10.1 geregi f(x) Z[x] te daha kiigiik dereceli polinomlarin
garpimi olarak yazilamaz.

Teorem 10.1 her zaman uygulanamaz. Bu bélimiin sonundaki 5. alistirmada f(x) =
x*-10x?+1 polinomunun Q[x] de indirgenemedigini gérecegiz. Ayrica ileride bu f(x)
fonksiyonunun her p asal degeri icin mod p de garpanlarina ayrilabilecegini
gosterecegiz.

Simdi  Z[x] te bazi fonksiyonlarin daha kiigiik dereceli polinomlarin garpimi
olarak yazilip yazilamayacagini belirlemeye yarayan bir yontem gorecegiz. Bununla
birlikte esas amacimiz polinomlarin  Q[x] de indirgenip indirgenemedigini anlamaya
galismaktir. Gauss'un bir sonucu bu tiir problemleri kolaylikla ¢ézebilir.

10.3. Tanim. Z[x] de bir f(x) = ap + aix + ... + a,x" polinomunu alalim. Eger katsayilarin
obebi 1 ise f polinomuna ilkeldir denilir.

Eger f(x) in katsayilarinin obebi d ise (1/d)f(x) ilkel bir polinomdur.

f(x) ilkel degilse bu durumda tiim katsayilarini bslen bir p asali mevcuttur. Eger
katsayilarin obebi d ise p, d nin herhangi bir béleni olarak alinabilir.

10.4. Lemma (Gauss Lemmasi). f(x) ve g(x) ilkel polinomlar ise ¢arpimlar: da ilkel
polinomdur-.

Ispat: f(x)g(x) carpiminin ilkel olmadigini varsayalim. Bu demektir ki bu ¢arpimin tiim
katsayilarini bélen bir p asali mevcuttur. o : Z — Z, dogal donigiim olsun. tiim katsayilars
p modunda indirgeyen o : Z[x] — Z,[x] halka déniisiimiini g6zaniine alalim.

o(fg)= o (f)o(g)

dir. Ancak Z,[x] de o'(f) = O ve o(g) = O olmasina ragmen o' (fg) = O dir. Bu da Z,[x] in
bir tamlik bslgesi olusuyla gelisir.

10.5. Lemma. Sifirdan farkh herbir f(x) € Q[x] fonksiyonu, ¢(f) € Q pozitif ve f(x) €
Z[x] ilkel olmak lizere

f(x) = c(f). f'(x)
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seklinde bir tek bigimde ¢arpanlarina ayrilabilir.
Uyari: Bu yazilimdaki pozitif ¢(f) rasyonel sayisina f nin igerigi denilir.

Ispat: f(x) = (ao/bo) + (ar/bi)x + ... + (a,/bn)x" € Q[x] olsun. B = by. ... .b, tanimlayalim. Bu
durumda g(x) = Bf(x) e Z[x] olacaktir. d, g(x) fonksiyonunun katsayilarinin obebi olmak
tzere D = #d tanimlayalim. Burada isaret D/B yi pozitif yapacak sekilde segilecektir.
(B/D)f(x) = (1/D)g(x) fonksiyonu Z[x] te kalacaktir ve bir ilkel polinomdur. c(f) = D/B ve
f(x) = (B/D)f(x) olarak tanimlanirsa f(x) = ¢(f).f(x) ayrisgimi istenen ¢arpanlara
ayirmadir.

Simdi tekligi gosterelim. Bunun igin e pozitif bir rasyonel sayi ve h(x) e Z[x] ilkel
olmak lizere f(x) = e.h(x) in ikinci bir ¢arpanlara ayrisim oldugunu varsayalim. Simdi ¢(f).
f'(x) = f(x) = e.h(x) dir ve dolayisiyla f'(x) = [e/c(f)]h(x) olur. e/c(f) i sadelestirip en
sade haline getirelim. Yani u ve v aralarinda asal pozitif tfamsayilar olmak iizere e/c(f) =
u/v olsun. vf(x) = uh(x) denklemi Z[x] de saglanir. Denk katsayilari egitleyerek v nin
uh(x) in herbir katsayisinin bir ortak béleni oldugu sonucu bulunur. (u,v) = 1 oldugundan Z
deki Euclid Lemmasi v nin, h(x) fonksiyonunun tim katsayilarinin (pozitif) bir ortak
béleni oldugunu gosterir. h(x) ilkel oldugundan v = 1 olmalidir. Benzer bir diisiinceyle u = 1
oldugu da gosterilir. Boylece e/c(f) = u/v = 1 bulunur. Yani d = ¢(f) dir ve sonug olarak
f'(x) = h(x) elde edilir.

10.6. Sonug. f(x) € Z[x]ise ¢(f) € Z dir.

Ispat. d, f(x) in katsayilarinin obebi olsun. O halde (1/d)f(x) e Z[x] fonksiyonu ilkel bir
fonksiyondur. f(x) = d.[ (1/d)f(x)] olarak bir d pozitif rasyonel sayisi (hatta bir tamsayt)
ile ilkel bir polinomun ¢arpimi olarak yazilabileceginden ve lemma geregi icerik dedigimiz

bu sayi bir tek oldugundan ¢(f) = d € Z dir.

10.7. Sonug. f(x) € Q[x] fonksiyonu Q[x] de f(x) = g(x)h(x) olarak ¢arpanlarina
ayrilabiliyorsa

()= clgle(h) ve F(x)=g(On(x)
dir.
fspat. f(x) = g(x)h(x)
= [c(g) 0Nl c(h) K(X)]
= (g)e(h) g'(X)h'(x)
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yazabilecegimiz agiktir. ¢(g)c(h) sayisi pozitif bir rasyonel sayi oldugundan ve ayrica iki
ilkel fonksiyonun garpiminin da ilkel oldugunu bildigimizden onceki lemmadaki ¢arpanlara
ayirmanin tekligi geregi c(f) = c(g)c(h) ve f(x) = g'(x)h’(x) elde edilir.

10.8. Teorem (Gauss). Eger p(x) e Z[x] fonksiyonu Z[x] de dereceleri p nin
derecesinden kiiglik olan iki polinomun garpimi seklinde yazilamiyorsa, p(x), Q[x] de
indirgenemezdir.

Ispat. Eger Q[x] de p(x) = g(x)h(x) yazilabiliyorsa yine Q[x] de g" ve h™ ilkel polinomlar
olmak iizere

p(x) = c(g9)c(h) g'(x)h"(x)

yazilabilir. Ancak Sonug 10.6 geregi ¢(g)c(h) = ¢(p) € Z oldugunu biliyoruz. O halde p(x) =
[c(p) g°(x)] h'(x), Z[x] de bir ¢arpanlara ayirmadir.

Uyari: Bu son teoremin ispati genellestirilebilir: Z ve Q yu sirasiyla bir tamlik bélgesi ve
bu bélgenin kesir cismi ile degistirelim. Bu fikir, R tek sekilde garpanlara ayirma bélgesi
iken R[x] inde tek gsekilde garpanlara ayirma balgesi oldugunun ispatinda kullanilan temel
fikirdir. Buradan F bir cisim iken, F[x;, ..., X,] in tek gsekilde ¢arpanlara ayirma bélgesi
oldugu sonucu gikar.

10.9. Teorem (Eisenstein Kurall). f(x)=ap + a;x + ... + a,x" € Z[x] olsun. Tum i < nigin a;
leri bolen fakat a, i bolmeyen ve karesi ap 1 bélmeyen bir p asali bulunabiliyorsa f(x)
fonksiyonu Q[x] de indirgenemezdir.

Yani bir f(x) polinomunun Q[x] de indirgenemez oldugunu gostermek igin bir p asal
sayisini

P/an-l,
olacak ancak p, a, i, p? de ao 1 bélmeyecek sekilde segebilmeliyiz.

Ispat. g(x) =by + bix + ... + bx™ polinomunun derecesi olan m ve h(x) = co + C1x + ... +Cix¥
polinomunun derecesi olan k, n den kiiglik olmak lizere Z[x] de f(x) = g(x)h(x) olsun.
Katsayilari mod p de indirgeyen o : Z[x] — Z,[x] halka déniisimiinii gozéniine alalim.
Z,[x] de &' (f) = ax" dir. Fakat o'(f) = o(g) o(h) dir ve garpanlara ayirmanin tekligi
geregi o(g) ve o (h) benzer sekilde ¢arpanlarina ayrilabilir. Béylece o'(g) = bn,x™ dir ve
tiim i < m ler igin p | b; dir. Benzer olarak, o'(h) = byx* dir ve tiim j < kigin p | ¢; dir. Ozel
olarak p | bo ve p | co dir ve bu yiizden p? | boco = ap olur ki bu bir geligkidir.

10.10. Ornek. Eisenstein kurali gereji x° - 4x + 2 polinomu Q iizerinde
indirgenemezdir. Gergekten de p = 2 asali alinirsa, ilk terim harig diger tiim terimlerin
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katsayilar: (-4 ve 2) 2 ile béliiniirken, 2 bag katsayi olan 1 i bolmez ve 22 = 4 te sabit
terim olan 2 yi bolmez. Yani Eisenstein kuralindaki tim on sartlar saglanmaktadir ve
dolayisiyla polinom indirgenemezdir.

10.11. Ornek. x° - 6x% + 9x - 15 polinomu Q iizerinde indirgenemezdir. Gergekten de p
= 3 asah alinirsa, ilk terim hari¢ diger tim ferimlerin katsayilari (-6, 9 ve 15) 3 ile
béliinlirken, 3 bas katsayi olan 1 i bélmez ve 3 = 9 da sabit terim olan -15 i bolmez. Yani
Eisenstein kuralindaki tim on sartlar saglanmaktadirve dolayisiyla  polinom
indirgenemezdir.

10.12. Ornek. Eisenstein kuralini kullanarak x° - 6x2 + 9x - 18 polinomunun Q iizerinde
indirgenemez oldugunu séyleyemeyiz. Ciinki p asalini -6, 9 ve -18 i bdlecek sekilde
segmeliyiz ve bu da ancak p = 3 olmasiyla mimkiin olabilir. Ancak 3, -6, 9 ve -18 i
bolmesine ve baskatsay: olan 1 i de bslmemesine ragmen 3% = 9, sabit terim olan -18 i
bélmemesi gerektigi halde bolmektedir. Dolayisiyla Eisenstein kurali bu polinomun Q
tizerinde indirgenemez oldugunu soylemek igin yeterli degildir.

10.13. Ornek. 4x° - 7x? + 21x - 42 polinomu Q iizerinde indirgenemezdir. Gergekten de
p = 7 asali alinirsa, ilk terim hari¢ diger tim terimlerin katsayilar: (-7, 21 ve -42) 7 ile
baliiniirken, 7 bas katsayi olan 4 i bélmez ve 72 = 49 da sabit terim olan -42 yi bélmez.
Yani Eisenstein kuralindaki tim on sartlar saglanmaktadir ve dolayisiyla polinom
indirgenemezdir.

10.14. Ornek. x? - 2 polinomu p = 2 igin Eisenstein kuralina gére indirgenemezdir.

Simdi, Eisenstein kuralini kullanamadigimiz durumlarda faydalanabilecegimiz ve
mod n de indirgeme adini verecegimiz bir yontem gorecegiz:

p(x) € Z[x] polinomu sifirdan farkli indirgenebilen bir polinom olsun.

p(x) = q(x)r(x)

diyelim. Z — Z, doniisimi yardimiyla elde edilen ve katsayilari mod n de indirgeyen Z[x]
— Z,[x] homomorfizmini diisiinelim. Bu doniisiim altinda fonksiyonlarin gdriintiilerini
altlarini gizerek gésterelim. Bu durumda p = g.r dir. Eger ¢p = dpise &g = &g ve & = or
oldugu agiktir. Bu yiizden indirgenebilir p polinomunun mod n deki indirgeme doniisimii
altindaki goriintiisi de indirgenebilirdir. Bu da asagidaki sonucu gerektirir:

10.15. Teorem. Eger p(x) € Z[x] ise ve p(x) in goriintisii olan p(x) e Z,[x] polinomu
indirgenemezse ve bu iki polinomun dereceleri esitse p polinomu Z,[x] in bir elemani
olarak indirgenemezdir.

Uygulamada, gerekli olmasa da, n yi asal aliriz. Mod n de indirgeme yapmamizin
altinda yatan neden, Z, sonlu oldugundan, p nin sadece sonlu tfane miimkiin olan garpaninin
olmasidir.
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10.16. Ornek. x° - x + 1 polinomu hi¢ bir p asali igin Eisenstein kuralindaki sartlari
saglamayacaktir. Bunun yerine mod 5 teki indirgemeyi g6z oniine alacagiz. 0, 1, 2, 3 ve 4
ten higbiri kok olmadigindan bu polinomun lineer bir ¢arpani yoktur. O halde eger varsa
garpanlar ikinci ve {glincli derecedendir. Yani a, b, ¢, d ve e; mod 5 teki O, 1, 2, 3 veya 4
degerlerini almak iizere
xX°-x+1=(x?+ax+b)(x3+cx?+dx+e)

seklinde olmalidir. Katsayilarin egitlenmesiyle bir denklem sistemi elde edilir:

a+c=0,

b+ac+d=0,

bc+ad+e=0,

ae + bd = -1,

be = 1.

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinin olmadigi agiktir. Dolayisiyla bu polinom mod 5 te
indirgenemezdir ve dolayisiyla Z de indirgenemezdir.

Bu ornekte 5 modu yerine daha kiiglik olan 2 veya 3 modu segilemez miydi? Bunun
igin belli bir kural yoktur. Ancak bu ornekte 2 modunda a=b =c=ze=1ved =0
degerlerinin bir ¢oziim oldugu kolayca gériilebilir. Yani bu polinom mod 2 de

XP-x+1=(xF+x+1)(x3+x%+1)

seklinde ¢arpanlarina ayrilabilir. Bu yiizden 2 modu bize aradigimiz sonucu
vermeyecektir. Acaba mod 3 te bu yapilabilir mi?

10.17. Ornek. x¢ - 2x° - 5x? - 12 polinomunun Q[x] de indirgenebilirligini inceleyiniz.
Eisenstein kuralini uygulayabilmemiz igin ilk olarak 2, 5 ve 12 yi ayni anda bélen
bir p asali bulabilmeliyiz. Bu da miimkin degildir. O halde mod n de indirgemeyi
kullanarak bu polinomun indirgenebilirligini arastirmaliyiz.
Mod 2 de O bir ¢oziim oldugundan lineer ¢arpan vardir.

Mod 3 i deneyelim. O yine bir ¢oziimdiir ve bir lineer ¢arpan mevcuttur.

Mod 5de 0, 1, 2, 3 veya 4 iin ¢oziim olmadig kolayca hesaplanabilir. O halde lineer
bir ¢arpan yoktur. Yani iki durum sz konusu olabilir. Ilki biri ikinci, digeri dérdincii
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derece olan iki ¢arpan; ikincisi de her biri iigiincii dereceden olan iki ¢arpan olabilir. Ilk
durumda

X6 -2x3-5x2-12=(x?+ax +b)(x* +cx3 +dx?+ex + f)
yazalim. Katsayilar: esitledigimizde
a+c=0,
ac+b+d=0,
ad + bc+e = -2,
ae+bd+f=-5,
af +be = 0,
bf = -12

denklemleri elde edilir. Uzun hesaplamalardan sonra bu sistemin bir ¢éziiminin olmadigi
gordiilir. O halde son ihtimal Gglinci dereceden iki garpandir.

x6 -2x3-5x2-12 = (x3+ax?+bx +c)(x3 +dx? +ex + f)
yazalim. Buradan elde edilecek

a+d=0,

ad+b+e=0,

ae+bd+c+f=3,

af + be + cd = 0,
bf +ce =0,
cf=3

denklemlerinin mod 5 te ¢6ziimii olmadigi goriilebilir. Yani x6 - 2x3 - 5x? - 12 polinomu 5
modunda indirgenemezdir. O halde Q[x] de de indirgenemezdir.

10.18. Ornek. x*+ 5x° - 10x? + 4x - 6 polinomunun indirgenebilirligini inceleyiniz.
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Eisenstein kuralini uygulayabilmemiz igin 5, 10, 4 ve 6 sayilarini bélen bir asal say!
bulunmasi gerekir ki bu mimkin degildir. Bu sebeple mod n deki indirgemeyi
kullanmalryiz.

2 modunda 0 bir koktiir. O halde bir lineer ¢arpan mevcuttur.

3 modunda O yine bir koktiir. O halde bir lineer garpan mevcuttur.

5 modunda 0, 1, 2, 3 ve 4 iin kék olmadigi goriilebilir. O halde lineer ¢arpan yoktur.
O halde tek ihtimal ikinci dereceden iki garpanin varligidir. Bunu gérmek igin

xt+5x3-10x2+4x -6 =(x° +ax + b)(x? + cx + d)
yazalim. Katsayilar esitlendiginde
a+c=5,
ac+b+d=-10,
ad + bc = 4,
bd = -6
denklemleri elde edilir.
2modundaa =b =d =0 ve ¢ = 1 ¢oziimiiniin varhgini gormek zor degildir. Yani
x*+B5x3 - 10x% + 4x - 6 = X3(X? + x)
seklinde garpanlarina ayrilabilir.
3 modunda a = d = 0 ve b = ¢ = 2 nin ¢oziim oldugu agiktir.

5 modunda ise bu denklemlerin ¢oziimi yoktur. Yani 5 modunda x* + 5x3 - 10x? +
4x - 6 polinomu indirgenemezdir. O halde bu polinom, Q[x] de de indirgenemezdir.

10.19. Tanim. p asal iken
Gp(X) = (P-1)/(x-1) = xP 1+ xP2+  + X2+ x+ 1
polinomuna p-inci cyclotomic (déngisel) polinom adi verilir.

10.20. Teorem. R bir halka ve ¢ € R olsun. f(x) > f(x+c) doniisimi R[x] halkasindan
kendisine bir halka izomorfizmidir.
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10.21. Sonug. R bir cisim, p(x) € R[x] ve ¢ € R olsun. p(x) in indirgenemez olmasi igin
gerek ve yeter sart p(x+c) nin indirgenemez olmasidir.

10.22. Teorem. Her p asali igin p-inci donglisel polinom Q[x] de indirgenemezdir.
Ispat. Ustteki sonug geregi

#(x) = (xXF-1)/(x-1)
polinomunun indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter sart

do(x+1) = ((x+1)P-1)/x

polinomunun indirgenemez olmasidir. Bu son polinom agildiginda [?j Binom katsayisi

olmak lizere

Ppo(x+1) = (x+1)P-1)/x = xPT + pxPZ2 + (SJ XP3+ . +p

censee

kullanilabilir ve ¢,(x) indirgenemezdir.

Eger n asal degilse x™! + x"2 + . + x? + x + 1 polinomu Q[x] de ¢arpanlarina
ayrilabilir. Ornegin n = 4 igin

X3+ X%+ x+1=(x+1)(x%+1)
seklinde garpanlarina ayrilabilir.

10.23. Sonug. Bir a famsayisi bir tamkare degilse, her n > 2 igin x" - a polinomu Q[x] de
indirgenemezdir.

Ispat. a = #1 oldugundan a yi bélen bir p asali mevcuttur. Bu p icin Eisenstein kuralinin
uygulanabilecegi agiktir.

Bu son sonug bize Q lizerinde herhangi bir n-inci dereceden indirgenemeyen
polinomlarin varhgini belirtmektedir.
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Alistirmalar

1)

2)

3)

4)

f(x) = ao + aix + ... + a,x" € Z[x] olsun. Eger r/s, (r,s) = 1 olmak iizere, f(x) in bir
rasyonel koki ise r [ ap ve s | a, dir. Bundan faydalanarak Z[x] teki birim
baskatsayili bir polinomun bir rasyonel kokiinin aslinda bir ftamsayi olmasi
gerektigini gosteriniz.

Asagidaki polinomlarin Q[x] de ¢arpanlarina ayrilip ayrilamadigini arastiriniz.

3x?-7x-5,
6x° - 3x - 18,
x3-7x+1,
x3-9x-9.

Qo oo

F bir cisim olsun. ap + aix + ... + a,x" € F[x] indirgenemezse, a, + @,i1X + ... + apX"
polinomu da indirgenemezdir.

f(x) = x* - 10x? + 1 polinomunun Q[x] de indirgenemez oldugunu gésteriniz. (Yol
gosterme: Birinci aligtirmayr kullanarak f(x) in rasyonel kaokleri olmadigini
gosteriniz. Sonra da

x*-10x?+1=(x?+ax+b)(x?-ax + ¢)

olacak sekilde a, b ve ¢ rasyonel sayilarinin bulunmadigini gosteriniz.
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11. Ikinci, Uglincii ve Dérdiincii Dereceden Denklemlerin
Genel Cozim Metodlar

Bu boliimde ikinci, (giinci ve doérdiinci dereceden denklemlerin sadece
katsayilarindan faydalanarak nasil goziilebilecegine dair yontemler gorecegiz. Galois'nin
gostermis oldugu temel sonuglardan biri de hatirlanacagi gibi bes ve daha yiiksek
dereceden denklemler igin bu tiir metodlarin var olmadigi idi.

11.1. Tanim. n-inci dereceden bir f(x) polinomunda x"! li terim bulunmuyorsa f(x)
polinomuna disiiriilmiis polinom diyecegiz. Yani boyle bir polinom

f(X) = PoX" + PpoX™2 + PosX™ + .
seklindedir.

11.2. Lemma. Eger f(X) = anX" + an1X"! + an2X"? + ... seklindeyse X yerine x - an-1/nan
yazilarak

f*(X) = f(X - an-l/nan)
disiiriilmis polinomu elde edilebilir. Yani her polinom uygun bir déniisim yardimiyla
diigiiriilmis bir polinom haline getirilebilir. Ayrica, eger u, f'(x) in bir kokii ise u - an-1/nan

de f(X) in bir kokidiir.

Ispat. Ik iddia basit birkag islemle gosterilebilir. Ikinci ise 0 = f'(u) = f(u - an1/nan)
olusundan gordiilir.

Ikinci dereceden denklemler igin kékleri veren formiiller genelde verilen ifadeyi
tam kare yapmakla elde edilmistir. Biz burada daha yiiksek derecelere de (3 ve 4)
genellestirebilecegimiz bir yontem kullanacagiz.
X?+bX+c

ikinci derece ifadesini ele alalim. X yerine x - b/2 yazilmakla

x% +c-b?/4
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disiirilmis ikinci derece denklemi elde edilir. Bu denklemin asikar koklerinin u =

i%\/bz —4ac oldugu kolayca gériilmektedir. Lemma 11.2 geregi

X =u-ani/nan = —%i%\/bz —4ac

degerleri de baslangigta verilen orjinal ikinci derece denkleminin kokleridir.

Daha yiiksek dereceden bir f(x) polinomunun kaoklerini veren formiillerin arayisina
gegmeden once f(x) e Z[x] oldugunda 10. bélimiin ilk ahistirmasini kullanarak verilen
ifadenin rasyonel kéklerinin olup olmadigina bakilmasi gerekftigini belirtmeliyiz. Eger u,
ornegin bir f(x) iglincii derece denkleminin bir koki ise, f(x) in diger kokleri f(x)/(x-u)
ikinci derece denkleminin kokleri olacaktir.

X3+ aX?+ bX + ¢ iigilincii derece denkleminin diisiiriiimesiyle elde edilen polinom

g(x)=x>+qx+r
formundadir. Lemma 11.2 geregi g(x) in koklerini veren bir formiil, orjinal denklemin
kokleri igin bir formil verecektir. Asagida gorecegimiz formdil Scipio del Ferro (1515)
tarafindan verilmistir. Ayni dshemde benzer bir formiil Tartaglia tarafindan bulunmustu.

Iki formiil de yazili olarak ilk defa Cardan (1545) tarafindan yazilan kitapta yer almigtir.

u, g(x) in bir koki olsun. u = y + z olacak sekilde y ve z sayilarini segelim. Bu
durumda

W= (y+2)’ =y + 2’ +3(y’z+yz%) =y’ + 2° + 3uyz
yazilabilir. Boylece
y’+2°+(Byz+qu+r=0 M

elde edilir. Su ana kadar y ve z ye sadece bir kisit koyduk. Bu da u = y + z dir. 11. bélimiin
ilk alistirmasi geregi ikinci bir kisit daha koyabiliriz:

yz = -q/3. 2)
O halde (1) denkleminde u ya bagl olan lineer terim ortadan kalkacaktir. Bu durumda

y +23=-r

ve
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y’z® = -¢*/27

denklemleri elde edilir. Bu iki denklem y* ve z* degigkenlerine gére ¢oziilebilir. Ikinci
denklemden z* gekilip diger denklemde yerine konuldugunda

y - q3/27y* = -r
ve buradan da
ye+ry*-q%/27=0

elde edilir. Bu son formil y® degiskenine gére ikinci dereceden bir formiildir ve

ceee

y®= %(—r+ Jri+4q9°/27) (3)

kokii bulunur. Ayrica (2) denkleminden z = -q/3y elde edilir. Boylece g(x) in biru=y + z
kokiini bulmus oluruz. Bu dlglinci derece denklemin diger iki koki ise g(x)/(x-u)
denkleminin kokleridir.

Simdi bu iki kokii agik olarak veren bir formiil verecegiz. Ejer w = /3 birimin
liglincli dereceden bir kokii ise y nin lig¢ degeri mevcuttur: Birinci deger (3) denklemiyle

verilir. Diger iki kok ise wy ve w?y dir. Bunlara karsilik gelen degerler de

-q/3wy = (1/w)z = w’z

ve
-q/3w?y = (1/w?)z = wz
seklindedir.
Sonug olarak (gtlincii derece denkleminin koklerini veren kiibik formiiller
R=r?+4q%/27
ve
pedes dR)
olmak lizere

y+2z wy + w?z; wiy +wz
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seklinde bulunur.
11.3. Ornek. Eger f(x) = x3 - 15x - 126 seklindeyse f(x) zaten diisiiriilmiis bir polinom

olarak verilmis demektir (aksi halde x - x - b/3 donisiimi kullanilarak disirilmis hale
getiriimeliydi). Burada q = -15, r = -126, R = 15376 ve /R = 124 tiir. Boylece

y= %(—(—126) +124) = 125

ve boylece de y = 5 bulunur. Ayrica z = -q/3y = 15/15 = 1 oldugundan ilk kok
u=y+z=5+1:=6
olarak bulunur. Diger iki koki bulmak igin bolme yaparak
(x3 - 15x - 126)/(x-6) = x? + 6x + 21

denkleminin kéklerine bakilir. Bunlarsa -3 + 2+/3i dir. Bu iki kékii bulmanin yukarida da
belirttigimiz ikinci bir yolu da kiibik formdili kullanmaktir. Bu durumda da kékler 5w + w?
ve 5w? + w geklindedir. w yerine €3 = cos(2rni/3) + isin(2ri/3) = —% + ? degeri
yazildiginda bu iki kokiin yukarida da bulundugu gibi

Bw + w? = 5(-% + §)+(-% + ?)2:-3+2\/§i

ve

V3, 1 B .
PR RN

Bw? +w = 5(—1 +
2
oldugu hesaplanabilir.

Asagidaki 6rnek bazen kokleri kolayca bulunabilen iiglincii dereceden bir
denklemin kiibik formidille ¢oziimiiniin kolay olmayabilecegini gostermektedir.

11.4. Ornek. f(x) = x3 - 7x + 6 polinomunu g6z 6niine alalim. Bu polinomun kéklerinin 1, 2
ve -3 oldugu deneme yoluyla kolayca hesaplanabilir. Ancak kiibik formiilden

1 —-400
3:_ -6 Y
y 2( M e )

ve boylece de ilk kokiin
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1 —400 1 —400
3| = =6+, ——— | +3|=| —6—,]——
\/ 2[ 27 ] \/ 2( | 27
oldugu bulunur. O halde bu ifade 1, 2 ya da -3 e esittir. Ama bu ifadenin tfamsayi olmanin

otesinde reel ya da rasyonel olup olmadigi bile net degildir.

R = r? + 4¢3/27 ifadesi negatif olduk¢a bu durumla karsilagilacagi agiktir. Ciinkii
biz her (glincli derece denklemin en az bir reel kokii oldugunu biliyoruz. Ancak kiibik

formiildeki kékler VR ifadesini icermektedir.

Benzer sekilde x* - 15x - 4 = 0 denkleminin kakleri de

x=32++—-121 + Y2-+J-121

formiilii ile verilmekteyse de aslinda bu kaokiin x = 4 oldugunu gormek gok zor degildir.

16. ylizyilda matematikgiler, bu son 6rnekte karsilasilan durumla karsilastiklarinda
oldukga sasirmis ve tabii ki ¢aresiz kalmiglardi. Bu dénemde ikinci derece denklemlerin
sanal kokleri (hatta negatif kakleri bile) yok sayiliyordu. Ornegin alani A ve gevresi ¢
olan bir dikdortgenin a ve b ile gosterilen kenar uzunluklarini bulmak igin

A=ab
¢=2a+2b

denklemlerinin ¢oziilmesi gereklidir. Bunu yaparken de b = A/a deger:i ikinci denklemde
yerine konularak

¢C=2a+2A/a
ve
2a°-Ca+2A=0

denklemi elde edilir ki bunun kokleri

ax 3o+ /o7 -168)

seklindedir. p? - 16A degeri negatifse verilen gevre ve alana sahip bir dikdértgenin var
olmadigini agikga soyleyebiliriz. Ancak bu son ornekte karsimiza gikan kompleks sayilara
olan ihtiyaci 16. yiizyilda nasil agiklayabiliriz? Bazi 6rneklerde gok ta kullanish olmayan
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kiibik formiilin matematik tarihindeki roli sanildigindan da 6nemlidir. ¢iinkii bu denklem
yliziinden bazi 6rneklerde duyulan garesizlik, atalarimizi kompleks sayilara yoneltmisti.

11.5. Uyari. f(x) = x3 + gx + r iiglincii derece denklemin kaklerini ise yarar bir sekilde
veren ve Viete tarafindan verilmis olan trigonometrik bir formdiil de mevcuttur:

Eger f(x) in tim kokleri reel ise bunlar, t = \/—4q/3 ve cos(a) = -4r/+3 olmak
lizere (q burada negatif olmahdir)

tcos(a/3), tcos(a/3 +2n/3), tcos(o/3 +4n/3)
seklindedir.
Eger f(x) in kompleks kaokleri varsa bu durumda -4q/3 iin isaretine bagh olarak iki
ihtimal s6z konusudur. Eger -4q/3 > 0 ise f(x) in reel kokii cosh(B) = -4r/t3 olmak lizere
tcosh(B/3)

tiir. Eger -4q/3 < 0 ise f(x) in reel kokii, sinh(y) = -4r/t® olmak lizere

tsinh(y/3)
dir.

Simdi dordiinci derece denklemlerin ¢oziimiini ele alalim. Bu denklemler igin ilk
formiiller yaklasik 1545 yilinda Luigi Ferrari tarafindan bulunmustur. Ancak burada 1637
de Descartes tarafindan verilen metodu ele alacagiz. Dérdiincii dereceden

X*+aX?+ bX?+cX+d
polinomunu alalim. X = x - a/4 déniisiimi yapilarak

h(x)=x*+gx?+rx+s

diisirilmis polinomu elde edilir. Lemma 11.2 geregi h(x) in koklerini veren bir formiil bize
ayni zamanda orjinal denklemin kaklerini veren bir formiil de verecektir.

x*+ qx?+ rx +s= (X2 + kx + [)(x2 - kx + m)

yazahm. Eger k, | ve m degerlerini bulursak problem ikinci dereceden denklemlerin
¢oziimiine doniigsmiis olur. Sag taraftaki ¢arpmalar yapilir ve polinom esitligi kullanilirsa

l+m-k*=q,
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esitlikleri elde edilir. Ilk iki denklemden
2m =k +q+r/k
2l=k*+q-r/k
elde edilir. Buradaki m ve | degerleri yukardaki denklemde yerine konuldugunda
K + 2qk* + (¢° - 4s)k*-r?=0

denklemi elde edilir ki bu k?* ye gére bir igiinci dereceden denklemdir. Dolayisiyla
yukarida gérdiglmiiz yontemlerden biriyle ¢ozilebilir. Bulunan k degeri yerine
konuldugunda | ve m de bulunabilir ve boylece elde edilecek ikinci dereceden iki

denklemin ¢oziimleri bize orjinal denklemin dort ¢oziimiini verecektir.

11.6. Ornek. Kokleri, yapilacak tiim bu iglemlerden sonra taninabilir sekilde elde
edilecek olan bir dordiincii derece denklemini yazmak kolay degildir. Bu ornekteki 4.
dereceden polinom 19. yiizyilda yazilmig olan bir ders kitabindan alinmigtir. Eger

f(x)=x*-2x2+8x-3

ise polinom diisiirilmis bir polinomdur. Bu yiizden iki tane ikinci dereceden ifadenin
garpimi olarak yazilmaya hazirdir.

x* - 2x% +8x - 3 = (x% + kx + [)(x% - kx + m)

yazalim. Sag taraf garpilip karsilikli terimlerin katsayilar: esitlenirse

l+m-k®=-2,
k(m-1)=8,
Im = -3

esitlikleri elde edilir. Ilk iki denklemden
2m=k?-2+8/k

21=k*-2-8/k
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elde edilir. Buradaki m ve | degerleri yukardaki denklemde yerine konuldugunda
ke - 4k*+16k*-64=0

denklemi elde edilir ki bu k? ye gére bir iigiincii dereceden denklemdir. t = k? déniigiimii
yapilirsa

t°-412+16t-64=0
kiibik denklemi elde edilir. Bu da
t3-2%42+2%-2°=0
seklinde diizenlendiginde aslinda
(t-2%%=0 yani (k*-2%°=0

denklemi elde edilmis olur. Bu son denklemin asikar ¢oziimleri de k= + 2 dir. k=2
alirsak

2m=4-2+4:=-6
20=4-2-4=22

ve boylece m = 3 ve | = -1 bulunur. Benzer gekilde k = -2 alindigindadam=-1vel =3
bulunacaktir. Boylece

xt-2x%+8x-3=(x%+2x-1)(x%-2x+3)
ve

xt-2x2+8x-3=(x%-2x+3)(x%+2x-1)
ayrisimlar: elde edilir. Bu iki ayrisim da ayni oldugundan aranan dort kokiin

1+i2 -1-iV2 1402 ve 1-iV2

oldugu goriilebilir.
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Alistirmalar

1) u ve v sayilari verildiginde
y+z=uveyz=v

olacak sekilde (kompleks de olabilecek) y ve z sayilarinin var oldugunu gésteriniz.
2) x*+x%-36 ifadesini Q[x] de ¢arpanlarina ayiriniz.

3) g(x) = x>+ gx + r olsun ve R = r? + 4¢°/27 sayisini tanimlayalim. u, g(x) in bir

kokii olsun ve y* = 1 (-r + /R olmak iizere u=y+z diyelim.
Y73

z3=%(-r‘-x/ﬁ)

olmasi gerektigini gosteriniz.
4) Asagida verilen f(x) € R[x] polinomlarinin kéklerini bulunuz.

a) f(x)=x3-3x+1

b) f(x)=x3-9x+28

c) f(x)=x3-24x?-24x-25
d) f(x)=x3-15x-4

e) f(x)=x3-6x+4

f) f(x)=x*-15x%- 20x - 6.
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12. Cisim Geniglemeleri ve Sonlu Cisimler

Bu bélimde cisimlerin nasil daha biiyiik cisimler elde etmede kullanildigini ve
bunun nasil yapildigini gérecegiz. Eger f(x) € F[x] ise f(x) in koklerinin F katsay!
cisminde kalmayabilecegi bilinmektedir. Ornegin x?+1  R[x] olmakla beraber bu
polinomun kaokleri olan #i sayilari R da kalmamaktadir. Bu iki kék daha genis bir cisim
olan € kompleks sayilar cisminde kalmaktadir. Yani bir polinomun kokleri katsayilarinin
alindigi cisimde kalmak zorunda degildir. Bu sekilde yeterli olmayan bir cismin baz
elemanlar katilarak yeterli bir cisim haline getirilmesine cisim genislemesi denilmektedir.

Cesitli cisim geniglemeleri mevcut olsa da biz bunlardan en yaygini olan basit
genislemelerle ilgilenecegiz.

12.1. Tanim. F cismi bir E cisminin altcismi ise E ye F nin bir genislemesi denilir.

Ornedin R, Q nun; € de hem R nin hem de Q nun bir geniglemesidir. Benzer
olarak F[x] ve F[y], F cisminin; F[x,y] de tim bunlarin bir genislemesidir.

Asagidaki teorem cisim geniglemelerinin varhigiyla ilgilidir.
12.2. Teorem (Kronecker). F bir cisim, f(x) te F[x] polinom halkasinda sabit
olmayan bir polinom olsun. Bu durumda F nin bir E geniglemesi ve f(a) = O olacak
sekilde bir a € E sayisi mevcuttur.
12.3. Ornek. F =R ve f(x)= x?+1 olsun. <x?+1>, R[x] de bir maksimal idealdir. O
halde R[x]/<x?+1> bir cisimdir. Her bir r e R sayisina R[x]/<x?+1> cisminde bir
r+x?+1> elemani kargilik getirilerek R ye E = R[x]/<x?+1> nin bir alt cismi olarak
bakabiliriz.
o= X+ <xX2+]>
denilirse R[x]/<x?+1> de
A+ 1 = (x+ <P+ + (1+ <xP+1>)

=(x2+1)+<x?+1> =0

dir. O halde @, x?+1 polinomunun bir kokiidiir. R[x]/<x?+1> ile C 6zdeglenebilir.
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12.4. Tanim. F bir cisim ve «, F nin bir E genislemesinde kalan bir eleman olsun.
Eger sifirdan farkli bir f(x) € F[x] fonksiyonu igin f(a) = O oluyorsa «, F izerinde
cebirseldir denir. Aksi taktirde « ya F (izerinde transandanttir denilir.

12.5. Ornek. €, Q nun bir genislemesidir. V2, x2-2:=0 polinomunun bir kokii

oldujundan 2, Q iizerinde cebirseldir. Ayrica i, x2+1 polinomunun bir kskii olarak
Q (lzerinde cebirseldir. 7 ve e sayilariise Q lzerinde transandanttir.

Nasil bir polinomun indirgenemez olmasi yerine bu polinomun bir cisim lzerinde
indirgenemez olmasindan bahsediyorsak, benzer sekilde bir sayinin cebirsel olusundan
degil bir cisim iizerinde cebirsel olusundan bahsederiz. Bunun sebebi de asagidaki
ornektir:

12.6. Ornek. 7 reel sayisi Q@ iizerinde transandanttir. Ancak 7, R iizerinde
cebirseldir. ¢iinkii 7z, reel katsayili (x - z) € R[x] polinomunun bir kokiidiir.

12.7. Ornek. 1+4/3 sayisi Q lzerinde cebirseldir. Gergekten de a = J1++/3

denilirse o2 =1+ /3 veya denk olarak o? - 1= V3 elde edilir. Tkinci kez kare alinirsa
a nin x*-2x% -2 e Q[x] polinomunun bir koki oldugu gériilir.

12.8. Tanim. € nin Q iizerinde cebirsel olan bir elemanina bir cebirsel say: denilir.
Benzer sekilde € nin Q iizerinde transandant olan bir elemanina bir transandant sayi
denilir.

12.9. Teorem. E, F nin bir geniglemesi olsun ve « € E, F lizerinde cebirsel olsun. Bu
durumda p(e) = O olacak sekilde indirgenemeyen bir p(x) € F[x] polinomu mevcuttur.
Bu polinom sabit farkiyla tektir. Eger f(x) € F[x], f(a) = O olacak sekilde
indirgenemeyen ve sifirdan farkli bir bagka polinom ise p(x), f(x) i béler.

12.10. Tanim. E, F nin bir genislemesi olsun ve « € E, F (izerinde cebirsel olsun.
12.9. Teoremde bahsedilen birim baskatsayili polinoma « nin F iizerindeki minimal
polinomu denilir. Kisaca irr(a,F) ile gosterilir. irr(e,F) nin derecesi o nin F
tizerindeki derecesidir ve deg(c,F) ile gosterilir.

12.11. Ornek. irn(N2,Q) = x? - 2 dir. 12.7. Ornekteki « = 1+4/3  sayisi igin
irr(a,Q) = x* -2x? -2 dir.

12.12. Tanim. Bellibir « € E igin E=F(a) ise E ye F cisminin bir basit genislemesi
denilir.

a, F lzerinde cebirsel ise agsagidaki teorem bize F(«) nin elemanlarinin yapisi
hakinda net bilgi verecektir.
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12.13. Teorem. E = F(a), F cisminin bir basit geniglemesi ve «, F lzerinde cebirsel
olsun. irr(e,F) polinomunun derecesi n>1 olsun. E = F(a) nin her bir g elemani b; ler
F de kalmak iizere

ﬂ = bo + b10( + ...+ bn_106”'1
olarak bir tek sekilde ifade edilebilir.

Bu teorem bize basit genislemelerin elemanlari hakkinda fikir vermektedir. Eger
genisleme  n-inci dereceden indirgenemeyen bir polinom ile yapilmigsa genisleme
cismindeki elemanlar n-I-inci dereceden olacaktir.

12.14. Ornek. p(x) = x? + x + 1 polinomu Z;[x] de indirgenemezdir. Giinkii ne 0, ne de
1 bu polinomun bir kékiidiir. O halde Z, nin x? + x + 1 polinomunun bir « kékiini de
iceren bir E genislemesi mevcuttur. 12.13. Teorem geregi Z,(e) nin elemanlari O + Oq,
1+0a,0+1a ve 1+ 1a dir.Yani, 0,1, « ve 1+ « dir. Buda doért elemanl bir sonlu
cisimdir.

12.15. Tanim. Bir F cisminin bir E genislemesini ele alalim. Eger E nin her bir
elemani F de cebirselise E ye F nin bir cebirsel genislemesi denilir.

12.16. Tanim. F[x] deki sabit olmayan her polinomun F de bir koki varsa F ye
cebirsel kapali cisim denilir.

Reel sayilar cismi cebirsel kapali degildir. Ciinkii reel katsayili x?+ 1 polinomunun
kokleri reel degildir. Rasyonel sayilar cismi de cebirsel kapali degildir. Ancak kompleks
sayilar cismi cebirsel kapalidir. Say: cisimleri iginde cebirsel kapali olan tek cisim de
kompleks sayilardir.

12.17. Teorem. Bir F cisminin cebirsel kapali olmasi igin gerek ve yeter sart F[x]
deki sabit olmayan her polinomun F[x] de lineer ¢arpanlarina ayrilabilmesidir.

Ispat. F cebirsel kapali olsun ve F[x] de sabit olmayan bir f(x) polinomu alahm. O
halde f(x) inbir a e F kaoki vardir. Dolayisiyla x-a, f(x) in bir garpanidir. Yani

f(x) = (x-a)g(x)

yazilabilir. Burada g(x) sabit degilse bir b e F kaokii vardir. Sonugta

f(x) = (x-a)(x-b)h(x)

yazabiliriz. Bu sekilde devam edilerek f(x), F[x] de lineer ¢arpanlarina ayrilabilir.
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Tersine, F[x] deki sabit olmayan her bir f(x) polinomunun lineer garpanlarina
ayrilabildigini varsayalim. Eger ax-b, f(x) in bir lineer garpaniysa b/a, f(x) in bir
kokiidiir. Bu yiizden F cebirsel kapalidir.

12.18. Teorem. Her F cisminin bir cebirsel kapanisi vardir.

Simdi de sonlu cisimlerin yapisini ele alacagiz. Daha 6nceden p asal bir sayi olmak
lizere Z, nin bir cisim oldugunu; n asal olmadiginda da Z, in cisim olmayip sadece bir
halka oldugunu gormiistiik. Bu béliimde ise Z, ye Z, de olmayan bir eleman katarak
dort elemanh olan bir cisim elde ettik. Aslinda tim sonlu cisimler Z, ye uygun
elemanlarin katilmasiyla elde edilmektedir. Ilk olarak Galois tarafindan ayrintili bir
sekilde incelendikleri igin bu cisimlere Galois cismi de denilmektedir.

12.19. Teorem. F, eleman sayisi ¢ olan bir cisim olsun. Eger E, F nin n-inci
dereceden bir genislemesi ise E nin eleman sayisi g" dir.

Ispat. E yi F iizerinde bir vektor uzay olarak diigiinelim. {1, a, ..., o'} kiimesi E icin F
lizerinde bir taban olsun. E cismindeki her B elemaninin b, € F olmak lizere bir tek
sekilde

,3 = bo + b10{ + ...+ bn_105"'1
olarak ifade edilebilecegini gormiistiik. Her bir b;, F deki ¢ elemandan biri olarak
segileceginden ve n tane b; bulundugundan bu sekilde olusturulabilecek S elemanlarinin

toplam sayisi ¢"dir.

12.20. Tanim. R, toplamaya gore etkisiz elemani O olan bir halka olsun. Eger en az bir
pozitif ntamsayisini her r e R igin

nr=0
olacak sekilde bulabiliyorsak bu ozellikteki en kiiglik n tamsayisina R halkasinin
karakteristigi denilir. Aksi halde R halkasinin karakteristigi O olarak alinir. R'nin
karakteristigi Kar(R) ile gosterilir.

12.21. Ornek. Z, Q, R ve C'nin karakteristigi sifirdir. Z,'in karakteristigi ise n dir.

12.22. Sonug. E, karakteristigi p olan sonlu bir cisim olsun. E cisminin eleman sayisi n
pozitif bir tamsay: olmak iizere p"dir.

12.23. Teorem.E, Z,nin cebirsel kapanisinda kalan p" elemanli bir cisim olsun. E cisminin
elemanlart Z,[x] halkasinda x”" —x polinomunun kskleridir.

Ispat. E cismindeki sifirdan farkli elemanlarin kiimesi E* olsun. E" cisimdeki ¢arpma
islemine gére p"-1 mertebeli bir gruptur. Bir grupta her bir elemanin mertebesi grubun
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mertebesini boleceginden her bir « € E" igin &/nin mertebesi p"-1 farkini bsler. O halde
a” =1 ve béylece de a” =a elde edilir. Sifir da X" —x polinomunun bir kokii
oldugundan her « € E, x” —x polinomunun bir kokiidiir. x* —x polinomunun en fazla p"

tane kokii olabileceginden E cisminin x” —x polinomunun Z, cisminin cebirsel
kapanisindaki tiim kokleri bulundurdugu agiktir.

12.24. Teorem. F karakteristiji p olan bir cisim olsun. x” —x polinomunun F nin
cebirsel kapanisinda tam p" tane farkl kokii vardir.

Ispat. x” —x polinomunun tiim kéklerinin kathliklarinin 1 oldugunu, yani higbir kékiin
katlihginin 2 olamayacagini gostermeliyiz.

Sifirin tek katli bir kok oldugu agiktir.

a, X —=x in sifirdan farkl bir kékii olsun. O halde «, x* -1 in de bir
kskidir. f(x)= x" -1 diyelim. Eger x-a, f(x) in bir garpani ise

f(x) _

g(x) = = X" P ox? P’ X e xtal
X—a

2

yazabiliriz. Gostermeye galistigimiz f(x) in x-a ile iki kez bsliinmeyecegi, yani g(x) in
x-a ile bélinmeyecegidir. Dikkat edilirse g(x) te p"-1 tane ferim vardir ve g(a)

hesaplanmaya kalkildiginda bu terimlerin hepsi a® 2 ye esit olacaktir. O halde
9@ = (-1 a

= (p"-1) Ocpn_l.l
a
elde edilir. a” ™ =1 oldujundan karakteristigin de p oldugu gézsniine alindiginda

oa) = (1.t
a

elde edilir. Yani g(a) sifirdan farkhdir.
12.25. Sonug. Her bir p" asal kuvvetiigin p" elemanh bir sonlu cisim mevcuttur.

Boylece her sonlu cismin eleman sayisinin ancak p" olabilecegini ve tersine her
bir p" asal kuvveti igin sonlu bir cismin mevcut oldugunu gostermis olduk. Bu cisim p"
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elemanl Galois cismi (Galois Field) olarak adlandirilir ve kisaca GF(p") ile ya da bazen
F. ile gosterilir.

12.26. Sonug. F herhangi bir sonlu cisim olsun. Her pozitif n tamsayisi igin F[x] de
n-inci dereceden indirgenemeyen bir polinom mevcuttur.

12.27. Ornek. i) GF( 9 ) cismini elde edelim.

GF(9), GF(3)={0,1,2} cisminin 2. dereceden bir geniglemesidir. Zs3[x] de x%+x+2
indirgenemez polinomunun bir kokii o olsun.

= GF(9) = {a +bala,b e GF (3)}
={012,a,a+1La+22a20+12a +2}

Buna gore;

17t =1

21=1=g=2

2
L, 1 a’+a
al="= =a+1
a a

—
——

1 a’+a a’+a+a’+a+2+3a _a’+5a+2 (a+2)a+1)

(aro)t=t _re o
a+2 o+2 a+?2 a+2 a+2
2
(Za)fl:i:a +a:a+1:a+1:_a_1:2a+2
2a 2a 2 -1
elde edilir.

i) Ikinci olarak GF(16) cisminin elemanlarini bularak terslerini arastiralim. 16 elemanl
cisim GF(16) = GF(2*) olup GF(2) = {0,1} cisminin 4. dereceden bir geniglemesi olarak elde
edilebilir. O halde 4. dereceden birim baskatsayili indirgenemeyen bir polinom bulmaliyiz.
Bu polinoma f(x) = x* + ax® + bx? + cx + d dersek a, b, ¢ ve d; O veya 1 oldujunda elde
edilecek 16 polinomdan indirgenemez olanlar x* + x + 1, x* + x? + 1, x* + x* + 1 geklindedir.
Bunlardan &rnegin ilkini secersek ve bunun bir kokiine o dersek f(a) = a*+ a+1=0
olacaktir.

GF(2Y ={a+ba +ca®+dad:a,b,c,d e GF(2)} seklindedir. O halde GF(2*)={0,1, o, 1 +

a,02,1+02, 1+a+0% 03, 1+03, 1+a+03,1+0l+ad, 1+a+0l+ad, a+ad a®+a’, o+

a?+ 03, a+ a?}olur.
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. . 4 _ 4 1
Simdi de elemanlarin terslerini bulahm: @ +a+1=0=a" +a=-1=1

Buna gore;
S|
4
*a_1=l=a 4841
a a
2
4 a(oc+1)(a —a+1)
*(a+1)_1= 1 _ata_ =a(a2—a+1)=a(a2+a+l)=a3+a2+a
a+l a+1 a+l
4 3 3 4
*(az)il:iz:a -lz-a:a +1:a +a +a:a3+a2+l
a a a a
*(a2+1)_l: 21 :a42+0::0:42—0{:a(a—l)(a2+a+):a(a2+a+l)
a’+l a’+1 a’-1 (@ -1 +1) a+1
_a(a2+a+a4+a)_a(a4+a2)_a3(a2+l)_a3(a2—1)_a3(a—1)(a+1)
- a+l  a+l a+l a4l a+1
=’ (a-1l)=a’-a’=a+l+a’ =a’+a+1
4 2
*(a2+05)_1= 2l =a2+a=a(a+1)(a _a+1)=a2—a+1
a’"+ta a’+a a(a +1)

*( 3)-1 1 a'+a a’+1 &*+a*+1l a’+a’+1 a’+al+at+a
a = —= = = = =

al ol a’ a’ a a

=a’+a’+a+l

1 a'+a _a*+1 a° —l_(a—l)(a2+a+1)_a2+a+l

a+a a’+a a’+l ai-1 (a-1)fa+1) C a+l

—1
*(a3 +a) =

_alta+at+ta _at+a’ 0(2(052 +1)_ az(az —1)

—a’(a-1)=a’-a’ =a’ +a’
a+l a+l a+l a+l

elde edilir.



